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V delu opi²ite modeliranje krivulj obrestnih mer po ﬁnan£ni krizi 2007−10. Opi²ite
pristop ve£ih krivulj po za£etni konstrukciji OIS diskontne krivulje. Za osnovno
literaturo uporabite
[8] Z. Grbac, W. J. Runggaldier, Interest Rate Modeling: Post-Crisis Challenges
and Approaches. Springer, 2015.








Po ﬁnan£ni krizi, ki se je za£ela leta 2007, standardni na£in konstrukcije krivulje
donosnosti ni ve£ ustrezen. Standardna predkrizna metoda konstrukcije krivulje
donosnosti predpostavlja, da temeljna obrestna mera ne zapade kreditnemu tvega-
nju, zato imamo zgolj eno diskontno krivuljo, ki je hkrati tudi terminska krivulja.
V obdobju po krizi je potrebno upo²tevati dejavnike kot so kreditno tveganje na-
sprotne stranke, tveganje likvidnosti in ﬁnanciranja ter zavarovanje s premoºenjem,
zato v sodobnem kontekstu obravnavamo isto£asen obstoj ve£ih krivulj. Pristop ve-
£ih krivulj temelji na za£etni konstrukciji OIS diskontne krivulje, saj je le-ta nujno
potrebna za nadaljnjo konstrukcijo terminskih krivulj poljubne ro£nosti. Ena od
posledic uporabe pristopa ve£ih krivulj je, da so formule za konstrukcijo krivulj
donosnosti v procesu zankanja nekoliko bolj zapletene kot prej. Za konstruirane
krivulje zahtevamo, da so gladke brez navideznih nezveznosti. Ta zahteva omejuje
izbiro interpolacijskih metod, ki se lahko uporabljajo v postopku zankanja.
Construction of the yield curve
Abstract
After the ﬁnancial crisis that began in 2007 the traditional single-curve approach in
the process of constructing yield curves is no longer adequate. The old method as-
sumes that there is no credit risk in the underlying rate which is why one could take
the discounting curve and the forwarding curve to be one and the same. In a modern
context when constructing the yield curves we have to take into account issues as co-
unterparty risk, liquidity and funding risk, and collateralization. Nowadays one has
to deal with multiple forwarding curves simultaneously. In multiple-curve approach
we ﬁrst construct the OIS discount curve and then continue with the construction of
FRA yield curve of any given tenor. One of the consequences of the multiple-curve
approach is that the bootstrapping formulas are more complicated than before. The
resulting forward curve has to be smooth without spurious discontinuities. This
requirement puts constraints on the interpolation methods that can be used in the
bootstrapping procedure.
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Kreditna kriza v letih 2007 − 2008 in dolºni²ka kriza evroobmo£ja v obdobju
2009− 2012 sta vplivali na vse ﬁnan£ne trge in spremenili njihovo delovanje v pra-
ksi. Zaradi ﬁnan£ne krize je pri²lo do spremembe paradigme in potrebe po razvoju
novih modelov za vrednotenje izvedenih ﬁnan£nih instrumentov. Ker tradicionalna
predkrizna literatura v sodobnem kontekstu ni ve£ ustrezna, mnogi razlikujejo med
obdobjem pred krizo in obdobjem po krizi.
Klju£na dejavnika, ki sta zaradi krize pridobila na pomembnosti, sta tveganje
nasprotne stranke (angl. counterparty risk), tj. tveganje, da nasprotna stranka ne
bo zmoºna izpolnjevati svojih obveznosti, zapisanih v ﬁnan£ni pogodbi, ter tveganje
likvidnosti in ﬁnanciranja, tj. tveganje prekomernih stro²kov ﬁnanciranja pozicije v
ﬁnan£ni pogodbi zaradi pomanjkanja likvidnosti na trgu. Omenjena dejavnika sta
povzro£ila, da standardne povezave, ki so veljale pred krizo, med obrestnimi merami
LIBOR (ali EURIBOR) razli£nih ro£nosti ne veljajo ve£. Zaradi pojavitve velikih
razponov med obrestnimi merami razli£nih ro£nosti smo primorani obravnavati is-
to£asen obstoj razli£nih terminskih krivulj (angl. forwarding curve). Pred krizo smo
upravi£eno uporabljali isto krivuljo za diskontiranje kot tudi za konstrukcijo ter-
minskih obrestnih mer, kar je izdatno poenostavilo formule. V obdobju po krizi
se pojavi vpra²anje o izbiri ustrezne diskontne krivulje (angl. discount curve). Pri
izbiri krivulje je potrebno upo²tevati kolateralizacijo (angl. collateralization) in do-
lo£iti referen£no obrestno mero, za katero ºelimo, da je najbolj²i pribliºek netvegani
obrestni meri.
Razvoj realisti£nih in analiti£no obvladljivih modelov za modeliranje £asovne
strukture obrestnih mer je za ﬁnan£no industrijo izrednega pomena. Ker obi£ajno
nimamo dovolj vhodnih podatkov za enoli£no dolo£itev nastale krivulje, je postopek
zankanja (angl. bootstrapping) nujno potreben. Pomembno je, da se cene vseh
trºnih instrumentov, ki se uporabljajo kot vhodni podatki, popolnoma ujemajo z
nastalo krivuljo. Osredoto£iti se ºelimo na konstrukcijo trºno konsistentnih krivulj
donosnosti, ki bi odraºale dinamiko in probleme novega obdobja po krizi.
V uvodnem razdelku so na kratko predstavljeni osnovni pojmi, ki so pomembni
za razumevanje dela, in teoreti£no ozadje dolo£anja cen izvedenih ﬁnan£nih instru-
mentov. Sledi poglavje o posledicah ﬁnan£ne krize, kjer je poudarek na razponih
med obrestnimi merami razli£nih ro£nosti in zavarovanih transakcijah. Vrednotenje
izvedenih ﬁnan£nih instrumentov ob prisotnosti zavarovanja s premoºenjem je izpe-
ljano v razdelku 3, kjer dobimo tudi odgovor na vpra²anje o izbiri diskontne krivulje
in netvegane obrestne mere. V razdelku 4 smo vpeljali deﬁnicijo LIBOR diskontnega
faktorja in LIBOR terminske obrestne mere. Na£in konstrukcije krivulje donosnosti
pred za£etkom ﬁnan£ne krize je obravnavan v poglavju 5. Sledi najpomembnej²i
razdelek 6, kjer je podrobno v ve£ih podpoglavjih opisan sodobni na£in konstrukcije
krivulj donosnosti tako imenovan pristop ve£ih krivulj. V prvem delu razdelka smo
izpeljali metodo za konstrukcijo diskontne krivulje, medtem ko smo v drugem delu
obravnavali dva razli£na pristopa h konstrukciji terminskih krivulj. Med izpeljavo
postopkov konstrukcije krivulj se dotaknemo tudi problema interpolacije, ki ga po-
drobneje obravnavamo v razdelku 7. Za konec v razdelku 8 uporabimo izpeljane
metode na konkretnih podatkih in komentiramo dobljene rezultate.
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1.1 Krivulja donosnosti
asovna struktura obrestnih mer opisuje razmerje med donosnostjo posameznega
instrumenta in njegovim £asom do dospetja. Graﬁ£no £asovno strukturo obrestnih
mer prikazujemo s krivuljo donosnosti. Krivulja donosnosti je predstavljena z gra-
fom, ki prikazuje povezavo med donosnostjo in ro£nostjo vrednostnih papirjev s
konstantnim donosom (angl. ﬁxed income securities). Tak²na povezava je smiselna
le za homogene naloºbene razrede, kjer imajo ﬁnan£ni instrumenti primerljive la-
stnosti, ki vplivajo na pri£akovani donos, in se razlikujejo zgolj po ro£nosti. To
v primeru krivulje donosnosti obveznic (angl. bond yield curve) pomeni, da se ve-
dno uporabljajo instrumenti istega izdajatelja ali izdajateljev, ki pripadajo istemu
sektorju, £e se krivulja nana²a na ekonomski sektor.
Tipi£na krivulja donosnosti temelji na donosnosti do dospetja (angl. yield to
maturity) razli£nih kuponskih obveznic. Donosnost do dospetja je deﬁnirana kot
obrestna mera, pri kateri je sedanja vrednost prihodnjih denarnih tokov obveznice
enaka njeni trenutni trºni ceni. Kot taka, donosnost do dospetja predstavlja uteºeno
povpre£je zahtevanih stopenj donosa denarnih tokov, ki jih investitorji pri£akujejo
v £asu trajanja obveznice. Uporabnost krivulje donosnosti kuponskih obveznic je
omejena. e ºelimo vrednotiti kak drug paket denarnih tokov, iz dane krivulje ne
moremo dolo£iti ustrezne diskontne stopnje, tudi £e se domneva, da imajo ti denarni
tokovi podoben proﬁl tveganja. Za diskontno stopnjo bi ºeleli uporabiti zahtevano
stopnjo donosa vrednostnega papirja, ki ima zgolj en denarni tok ob istem £asu kot
obravnavani denarni tok iz paketa. Tak²na donosnost se imenuje donosnost brez-
kuponskih vrednostnih papirjev (angl. zero-coupon yield) in graﬁ£na predstavitev
mnoºice teh stopenj se imenuje diskontna krivulja. Ko zgradimo diskontno krivu-
ljo, jo lahko uporabimo za izpeljavo drugih krivulj, kot je terminska krivulja, ki se
uporablja za vrednotenje izvedenih ﬁnan£nih instrumentov. Terminska krivulja nam
pove, pri katerem prihodnjem donosu bi bil investitor indiferenten med dvema dis-
kontnima donosoma. Krivulja terminskih donosov je vedno nad diskontno krivuljo,
£e ima slednja normalno, tj. rasto£o obliko, sicer pa je pod njo.
Slika 1: Krivulje donosnosti
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Oblika krivulje donosnosti za vrednostne papirje s konstantnim donosom je odraz
trºnih dejavnikov, vklju£no s spreminjanjem obrestnih mer, tveganjem in povpra-
²evanjem investitorjev. Poleg tega na raven in strukturo obrestnih mer vplivajo ²e
monetarna politika centralne banke, poloºaj gospodarskega cikla ter splo²no stanje
v gospodarstvu. Osnovne oblike krivulje donosnosti so:
• normalna krivulja donosnosti (angl. normal yield curve)
• ravna krivulja donosnosti (angl. ﬂat yield curve)
• obrnjena krivulja donosnosti (angl. inverted yield curve)
• grbasta krivulja donosnosti (angl. humped yield curve).
Slika 2: Oblike krivulj donosnosti
Investitorji in upravitelji portfeljev pogosto uporabljajo krivulje donosnosti za
primerjavo donosnosti vrednostnih papirjev. Razlika med donosi jim pove, ali je do-
daten donos dovolj velik, da kompenzira dodatno tveganje. Iz krivulj donosnosti je
mo£ razbrati pomembne informacije o gospodarskih obetih in pogojih na ﬁnan£nih
trgih. Oblika krivulje opozarja vlagatelje na prihajajo£o recesijo oziroma konjunk-
turo in potrebo po spremembi pogleda na razvoj gospodarstva v prihodnosti.
1.2 Notacija, predpostavke in osnovne formule
Idejo izreka o vrednotenju pogojnih terjatev lahko povzamemo z naslednjo formulo,
ki navaja ceno izvedenega ﬁnan£nega instrumenta h ob £asu t v smislu pri£akovane










, 0 ≤ t ≤ T, (1.1)
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kjer je N(T ) trgovana koli£ina, ki smo jo izbrali za numerar in dolo£a verjetnostno
mero PN . Pri£akovano vrednost glede na mero PN ozna£imo z EN . Verjetnostna mera
PN je ekvivalentna naravni verjetnosti P (angl. physical measure). Cenovni proces h,
diskontiran z numerarjem N , je martingal glede na mero PN . Ft ozna£uje trºne
informacije, ki so na voljo v £asu t. V abstraktnem matemati£nem jeziku je infor-
macijska struktura podana s £asovno urejenim nara²£ajo£im zaporedjem σ−algeber
Ft0 ⊂ Ft1 · · · ⊂ F , kjer je F poten£na mnoºica mnoºice Ω, ki predstavlja vsa moºna
stanja ﬁnan£nega trga. Pri tem predpostavljamo, da je trg popolnoma u£inkovit,
tj. vse, kar se je zgodilo do £asa t, je dejansko znano (vsi udeleºenci na trgu imajo
enako informacijo) in na trgu ni arbitraºnih priloºnosti.
Obi£ajno za numerar izberemo ra£un odprtega trga (angl. money market acco-
unt), katerega cenovni proces ozna£imo z B(t, T ). B(t, T ) predstavlja vrednost de-
narja ob £asu T, ki smo ga v £asu t investirali po netvegani obrestni meri r(t). Ob
predpostavki zveznega obrestovanja je






Slu£ajna spremenljivka B(t, T ) je merljiva glede na FT in po deﬁniciji B(t, t) = 1.
e za numerar izberemo B(t, T ), potem mero glede na ta numerar imenujemo do
tveganja nevtralna mera (angl. risk-neutral measure) in z EQ ozna£imo pri£akovano
vrednost glede na to mero. Do tveganja nevtralna mera je mera, pod katero je
stohasti£ni proces h(t,Xt) merljiv glede na Ft, kjer Xt ozna£uje vrednost osnov-
nega sredstva (angl. value of an underlying asset), in zado²£a spodnji stohasti£ni
diferencialni ena£bi (zanemarimo odvisnost Xt od h in r)
dh(t) = r(t)h(t)dt+ dMt, (1.3)
kjer je Mt martingalski proces glede na ﬁltracijo {Ft}t≥0.
Brezkuponska obveznica je najpreprostej²i produkt s ﬁksnim donosom, ki nam
zagotavlja izpla£ilo ene denarne enote na datum zapadlosti T > 0. Cena obveznice
ob £asu t ≤ T, ozna£ena s p(t, T ), predstavlja pri£akovanja trga o prihodnji vrednosti







Q−martingal, ga lahko uporabimo kot proces gostote
(angl. density process) za zamenjavo ekvivalentne mere (angl. equivalent measure
change). Sedaj lahko vpeljemo pojem terminske martingalske mere (angl. forward












B(0, t)p(0, T )
, 0 ≤ t ≤ T. (1.4)
Cenovni proces T−brezkuponske obveznice p(·, T ) je kot numerar povezan s termin-
sko mero QT .
Diskontni faktor (angl. discount factor) je stohasti£na koli£ina D(t, T ), t < T,
merljiva glede na Ft. D(t, T ) meri vrednost 1 denarne enote ob £asu t, ki bo iz-
pla£ana ob kasnej²em £asu T . V kanoni£ni deﬁniciji diskontnega faktorja D(t, T )
se predpostavlja, da je izpla£ilo v £asu T netvegano, v smislu, da ni tveganja neiz-
pla£ila. Posledi£no diskontni faktor D(t, T ) ena£imo s ceno hipoteti£ne netvegane
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brezkuponske obveznice ob £asu t z dospelostjo T. Ker taka brezkuponska obveznica
ne obstaja, moramo najti na£in, kako pridobiti funkcijo D(t, T ) iz primernih razpo-
loºljivih trºnih podatkov. Na pridobitev vrednosti D(t, T ) se bomo osredoto£ili v
nadaljevanju, ko bomo obravnavali konstrukcijo krivulj donosnosti.
1.3 Pregled referen£nih obrestnih mer
Prvo vpra²anje, s katerim se soo£amo pri konstrukciji krivulj donosnosti, je izbira
referen£ne obrestne mere. Referen£ne obrestne mere so pomembne, saj olaj²ajo stan-
dardizacijo, kar vodi do niºjih transakcijskih stro²kov in ve£je likvidnosti. V tem
razdelku so opisane najpomembnej²e trºne obrestne mere in njihove glavne zna£il-
nosti. Poznavanje zna£ilnosti obrestnih meri je klju£nega pomena za razumevanje
pojavov na ﬁnan£nih trgih.
Najbolj znana trºna obrestna mera je LIBOR (London Interbank Oﬀered Rate)
obrestna mera, saj je referen£na obrestna mera za razli£ne instrumente s ﬁksnim do-
nosom. LIBOR je obrestna mera, po kateri si lahko najve£je banke na londonskem
denarnem trgu izposojajo ali posojajo ﬁnan£na sredstva na nezavarovani osnovi. Za-
snovan je tako, da odraºa kratkoro£ne stro²ke ﬁnanciranja najve£jih bank, ki delujejo
v Londonu, najpomembnej²em svetovnem ﬁnan£nem medban£nem trgu. Podobno
kot ²tevilna druga ﬁnan£na merila je tudi LIBOR anketirana obrestna mera. To po-
meni, da reprezentativne londonske banke, ki tvorijo LIBOR spekter (angl. LIBOR
panel), predloºijo obrestne mere, na podlagi katerih se dolo£i referen£na vrednost LI-
BOR obrestne mere. Pri izra£unu vrednosti je izklju£enih najvi²jih in najniºjih 25%
predloºitev, povpre£je preostalih predloºitev nam da kon£no referen£no vrednost.
LIBOR obrestne mere so objavljene vsak delovni dan v petih valutah, ameri²kem
dolarju (USD), ²vicarskem franku (CHP), britanskem funtu (GBP), japonskem jenu
(JPY) in evru (EUR), ter za sedem razli£nih ro£nosti, 1 dan, 1 teden, 1 mesec, 2 me-
seca, 3 mesece, 6 mesecev in 12 mesecev. Za vsako valuto je izbran drug spekter, ki
ga sestavlja od 11 do 18 bank. Sodelujo£e banke so izbrane na podlagi njihove kre-
ditne kakovosti in obsega trºnih dejavnosti. Pomembno je, da so spektri bank redno
pregledani, da lahko banko, ki je utrpela poslab²anje kreditne kakovosti, nadomesti
druga banka z bolj²o kreditno kakovostjo.
V evroobmo£ju se nezavarovana medban£na obrestna mera z zelo podobnimi
zna£ilnostmi kot LIBOR imenuje EURIBOR (Euro Interbank Oﬀered Rate). EURI-
BOR je obrestna mera, po kateri primarna banka ponudi nezavarovane medban£ne
depozite drugi primarni banki znotraj Evropske monetarne unije. Dnevne kotacije
EURIBOR obrestne mere so navedene za osem razli£nih ro£nosti (1 teden, 2 tedna,
1 mesec, 2 meseca, 3 mesece, 6 mesecev, 9 mesecev ter 12 mesecev) in so izra£unane
kot modiﬁcirano povpre£je predloºenih obrestnih mer.
Referen£na obrestna mera za najkraj²o ro£nost enega dne, imenovana tudi obre-
stna mera za £ez no£, v evroobmo£ju je EONIA (Euro OverNight Index Average).
EONIA je izra£unana kot uteºeno povpre£je obrestnih mer vseh nezavarovanih po-
sojil za £ez no£ na medban£nem trgu, ki so jih izvedle banke iz drºav Evropske unije
in Evropskega zdruºenja za prosto trgovino (EFTA).
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V tem odstavku bo pozornost usmerjena k obrestni meri zamenjave za £ez no£
(angl. Overnight Indexed Swap rate; v nadaljevanju OIS obrestna mera). Zamenjava
za £ez no£ je kot vsaka zamenjava obrestnih mer deﬁnirana na diskretni £asovni
strukturi, kjer pride do zamenjave pla£il, ki temeljijo na ﬁksni obrestni meri, s
pla£ili, ki temeljijo na spremenljivi obrestni meri. Spremenljiva obrestna mera je
diskretno sestavljena obrestna mera, pridobljena z zdruºevanjem obrestnih mer za
£ez no£ znotraj ustreznega intervala med dvema zaporednima datumoma. Kot ºe
omenjeno je referen£na obrestna mera za £ez no£ v evroobmo£ju EONIA, v ZDA
je to efektivna obrestna mera za zvezne sklade (angl. Federal Funds Eﬀective Rate;
kraj²e FF). V primeru britanskega funta je OIS obrestna mera sestavljena iz obrestne
mere SONIA, ki je uteºeno povpre£je obrestnih mer vseh nezavarovanih posojil za
£ez no£.
V nadaljevanju se bo izkazalo, da ima OIS obrestna mera pomembno vlogo pri
konstrukciji krivulj donosnosti, saj se uporablja pri diskontiranju zamenjav in drugih
obrestnih produktov, ki temeljijo na LIBOR obrestnih merah.
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2 Posledice ﬁnan£ne krize
Zaradi ﬁnan£ne krize je na trgu s ﬁksnimi donosi pri²lo do pojavov, ki jih pred tem
nismo poznali. Obrestne mere, ki so tesno sledile ena drugi, so se za£ele bistveno
razlikovati, kar je spodbudilo vpeljavo razli£nih razponov.
2.1 Razponi in njihova interpretacija
Pred ﬁnan£no krizo so bile razlike med LIBOR obrestnimi merami razli£nih ro£nosti
zanemarljive. Enako je veljalo tudi za razlike med LIBOR ter OIS obrestnimi merami
istih ro£nosti. Ta vrsta razponov je znana kot LIBOR-OIS razponi (angl. LIBOR-
OIS spreads). Poleg omenjenih razponov so se pojavili tudi razponi med obrestnimi
merami LIBOR zamenjav (angl. swap rates of the LIBOR-indexed interest rate
swaps) in OIS obrestnimi merami, ki jim pravimo LIBOR-OIS razponi zamenjav
(angl. LIBOR-OIS swap spreads).
Gonilna sila razponov so tveganja, povezana z medban£nim trgom zlasti z ban-
kami, ki tvorijo LIBOR spekter. Ta tveganja pogosto z eno besedo imenujemo
medban£no tveganje (angl. interbank risk). Pomemben del tega tveganja je tve-
ganje nepla£ila (angl. default risk). Na£in, s katerim je dolo£en spekter, naj bi
zmanj²eval moºnost neporavnanih pla£il. Verjetnost poslab²anja kreditne kakovo-
sti, katere izmed bank v £asu trajanja LIBOR posojila, je ve£ja z dalj²o ro£nostjo.
Del medban£nega tveganja sta tudi likvidnostno tveganje in igranje strategije. Sle-
dnji dejavnik lahko od £asa do £asa banko spodbudi k predloºitvi obrestne mere, ki
ni enaka internemu prepri£anju o nezavarovani medban£ni obrestni meri. Posledica
vsega tega so razponi med LIBOR obrestnimi merami razli£nih ro£nosti (v primeru
ro£nosti za £ez no£ govorimo o OIS obrestnih merah). V nadaljevanju so razponi
ponazorjeni s konkretnimi primeri.
V obdobju pred krizo je bila obrestna mera zamenjave (angl. swap rate), ki
temelji na polletnih pla£ilih 6−mese£ne LIBOR obrestne mere, bolj ali manj enaka
obrestni meri zamenjave, ki temelji na polletnih pla£ilih 3−mese£ne LIBOR obrestne
mere s £etrtletnimi ﬁksiranji. Po krizi razlika med doti£nima obrestnima merama ni
ve£ zanemarljiva, kar je odraz ob£utnej²ega razpona med 3−mese£no in 6−mese£no
LIBOR obrestno mero.
Kar zadeva kreditno tveganje, bi pri£akovali, da bo imel 6−mese£ni LIBOR vi²jo
premijo za tveganje kot 3−mese£ni LIBOR.
1 + δ(T, T + 6M)L6M(T, T + 6M) >(︁
1+δ(T, T +3M)L3M(T, T +3M)
)︁×(︁1+δ(T +3M,T +6M)L3M(T +3M,T +6M))︁
kjer δ(T1, T2) ozna£uje obrestovalni faktor (angl. accrual factor) (glede na dolo£eno
konvencijo ²tetja dnevov) med datumoma T1 in T2.
V primeru, da bi na medban£nem trgu ﬁnanciranja pri²lo do likvidnostnega
kr£a, se lahko odvisno od pri£akovanj kratkoro£nim obrestnim meram priloºi ve£ja
premija za likvidnostno tveganje, kar bi lahko obrnilo zgoraj navedeno neenakost
med 3−mese£nimi in 6−mese£nimi obrestnimi merami.
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Na spodnjem grafu so prikazani EURIBOR-EONIA razponi zamenjav v obdobju
2007− 2018 za zapadlosti od enega do dvanajst mesecev. Kot je jasno razvidno, so
bili razponi pred krizo prakti£no neznatni, medtem ko so bili na vrhuncu krize za
nekatere ro£nosti ve£ji od 200 bazi£nih to£k.
Slika 3: Vrednosti EURIBOR-EONIA razpona zamenjav med leti 2007 in 2018
Vir: [14]
Razpon TED (angl. TED spread) je razpon med 3−mese£no USD LIBOR obre-
stno mero in 3−mese£no USD obrestno mero zakladnice (angl. 3M USD Treasury
rate). Obi£ajno se ta razpon giblje okoli vrednosti, ki je manj²a od 50 bazi£nih
to£k. Na vrhuncu krize, oktobra 2008, je razpon TED dosegel najvi²jo vrednost 458
bazi£nih to£k.
Slika 4: Vrednosti TED razpona med leti 2002 in 2018
Vir: [16]
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Kot kaºejo zgornji graﬁ, se tudi po letu 2012 razponi niso vrnili na predkrizno
raven. Naivno bi lahko pomislili, da tako veliki razponi predstavljajo moºnost arbi-
traºe. Ker razponi ²e vedno ostajajo prisotni na trgu, bi to pomenilo, da moºnosti
niso bile izkori²£ene. Razlog je v tem, da so razmiki posledica razli£nih stopenj tve-
ganj. Pri£akovane izgube ob razli£nih tveganjih kompenzirajo pri£akovane dobi£ke
iz morebitnih arbitraºnih priloºnosti. Arbitraºna priloºnost je zgolj navidezna, zato
je ni mogo£e izkoristiti.
2.1.1 Problem predkriznih povezav
Isto£asna prisotnost razli£nih krivulj obrestnih mer (glej sliko 3) se v literaturi ome-
nja kot problem ve£ih krivulj (angl. multiple curve issue). Za ponazoritev tega pro-
blema si bomo podrobneje pogledali osnovni obrestni izvedeni ﬁnan£ni instrument
terminski posel na obrestno mero ali dogovor o terminski obrestni meri (angl. for-
ward rate agreement; kraj²e FRA). FRA dogovor je osnova za vse linearne obrestne
izvedene ﬁnan£ne instrumente, hkrati pa je povezan tudi s temeljno obrestno mero
nelinearnih izvedenih ﬁnan£nih instrumentov (angl. nonlinear derivatives), saj cena
tega dogovora predstavlja trºna pri£akovanja o prihodnji vrednosti LIBOR obrestne
mere.
Najprej se spomnimo klasi£nih predkriznih povezav med brezkuponskimi obve-
znicami, terminskimi obrestnimi merami in LIBOR obrestnimi merami.
Deﬁnicija 2.1. Diskretna terminska obrestna mera (angl. discretely compounded
forward rate) v £asu t ≥ 0 za prihodnji £asovni interval [T, S], kjer je t ≤ T ≤ S, je
dana kot
F (t;T, S) = EQ







, t < T < S. (2.1)
Zgornjo formulo lahko utemeljimo tudi kot izraz za po²teno ﬁksno obrestno mero
(angl. fair ﬁxed rate) ob £asu t terminskega posla na obrestno mero, kjer je spre-
menljiva obrestna mera (angl. ﬂoating rate) ob £asu T enaka









zato obrestni meri (2.1) re£emo tudi FRA obrestna mera (angl. FRA rate). V nada-
ljevanju bomo brez ²kode za splo²nost predpostavili, da je vrednost navidezne glav-
nice (angl. notional) enaka 1, saj nas zanimajo zgolj obrestne mere. Ob odsotnosti
arbitraºe je cena takega FRA dogovora ob £asu t glede na terminsko martingalsko
verjetnost QS enaka
P FRA(t;T, S,R) = p(t, S)(S − T )EQS{F (T ;T, S)−R | Ft}, (2.3)
kjer R ozna£uje ﬁksno obrestno mero FRA dogovora. Cena te pogodbe je enaka 0
za
R = EQ






















Zaradi povezave med spremenljivo obrestno mero in cenami brezkuponskih obve-
znic (2.2) smo lahko utemeljili povezavo med cenami brezkuponskih obveznic in
terminskimi obrestnimi merami (2.1).
Pred krizo se je predpostavljalo, da je LIBOR obrestna mera enaka spremenljivi
obrestni meri, ki je deﬁnirana s cenami brezkuponskih obveznic, tj.









kjer L(T ;T, S) ozna£uje LIBOR obrestno mero ob £asu T za obdobje [T, S]. Predpo-
stavka v ena£bi (2.5) o netveganosti LIBOR obrestne mere je bila takrat upravi£ena,
saj se je domnevalo, da LIBOR ne zapade tveganju nasprotne stranke in likvidnosti.
Posledi£no se je FRA obrestna mera F (t;T, S) imenovala tudi terminska LIBOR
obrestna mera (angl. forward Libor rate), ozna£ena z L(t;T, S), saj je predstavljala
trºna pri£akovanja o prihodnji vrednosti LIBOR obrestne mere. Terminska LIBOR
obrestna mera je bila zato podana bodisi kot pogojna pri£akovana vrednost trenu-
tne ali promptne LIBOR obrestne mere (angl. spot Libor rate) glede na terminsko
martingalsko verjetnost bodisi kot kvocient cen obveznic:
L(t;T, S) = EQ







= F (t;T, S). (2.6)
Zaradi krize in na£ina, kako je promptna LIBOR obrestna mera dolo£ena, predpo-
stavka, da LIBOR ne zapade razli£nim medban£nim tveganjem, ni ve£ prepri£ljiva.
Posledi£no povezava (2.5) med trenutno LIBOR obrestno mero in brezkuponskimi
obveznicami, za katere se domneva, da so netvegane, ni ve£ utemeljena:








Kaj so te brezkuponske obveznice v obdobju po krizi, je vpra²anje, ki je prav tako
dale£ od trivialnega in je obravnavano v nadaljevanju.
Predpostavimo sedaj enak tip FRA terminskega posla z menjavo pla£ila na pod-
lagi ﬁksne obrestne mere R za pla£ilo, ki temelji na promptni LIBOR obrestni meri
L(T ;T, S). Izpla£ilo take pogodbe ob zapadlosti S je enako
P FRA(S;T, S,R) = (S − T )(L(T ;T, S)−R). (2.8)
Njena vrednost ob £asu t ≤ T je izra£unana kot pogojna pri£akovana vrednost glede
na terminsko verjetnost QS , kjer smo za numerar vzeli brezkuponsko obveznico
p(·, S)
P FRA(t;T, S,R) = p(t, S)(S − T )EQS{L(T ;T, S)−R|Ft}. (2.9)
Zgornja ena£ba ustreza ena£bi (2.3), saj gre ²e vedno za isti izvedeni ﬁnan£ni instru-
ment, le temeljna obrestna mera L(T ;T, S) ne zado²£a ve£ (2.5). Bistvena razlika v
primerjavi s klasi£no predkrizno terminsko LIBOR obrestno mero je
L(t;T, S) = EQ







= F (t;T, S). (2.10)
Tipi£no bo vrednost L(t;T, S) ve£ja od vrednosti F (t;T, S).
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2.2 Od nezavarovanih k zavarovanim transakcijam
V ²ir²em ﬁnan£nem smislu se izraz zavarovanje s premoºenjem (angl. collateral; v
nadaljevanju zavarovanje) nana²a na sredstva ali denar, ki ga posojilojemalec navede
posojilodajalcu z namenom, da si zagotovi posojilo. e posojilojemalec ni zmoºen
opraviti dogovorjenih pla£il posojila zaradi kakr²nihkoli razlogov, lahko posojiloda-
jalec nastale izgube (delno ali v celoti) pokrije z uporabo zavarovanja. V primeru,
da do tega ne pride, se zavarovanje vrne posojilojemalcu, potem ko je posojilo v
celoti popla£ano, skupaj z morebitnimi nakopi£enimi obrestmi. Zavarovanje je mo-
go£e objaviti tudi v povezavi z ostalimi ﬁnan£nimi transakcijami, kjer je k tveganju
nepla£ila izpostavljena vsaj ena od nasprotnih strank. Ker zavarovanje zagotavlja
dolo£eno jamstvo, se ﬁnan£na transakcija z objavljenim zavarovanjem imenuje za-
varovana transakcija, v nasprotju z nezavarovano transakcijo, ki nima zavarovanja.
Z vidika prej omenjenega tveganja nasprotne stranke je postalo izjemno pomembno
vpra²anje, o kak²nih transakcijah na ﬁnan£nih trgih govorimo, nezavarovanih ali
zavarovanih. Ker je do zdaj ºe jasno, da nobena ﬁnan£na institucija ni prevelika
za nezmoºnost pla£ila, so bili predlagani razli£ni mehanizmi za zmanj²anje izpo-
stavljenosti tveganju nasprotne stranke pri izvedenih instrumentih na OTC trgu.
Leta 2014 je bilo ocenjeno, da je na OTC trgu zavarovanih 91% poslov z izvedenimi
ﬁnan£nimi instrumenti.
V primeru zavarovanih dvostranskih pogodb prostega trga (angl. OTC bilate-
ral contracts) je vrednost pogodbe periodi£no prevrednotena na dnevno trºno ceno
(angl. marked-to-market) in stran, katere pozicija je izgubila na vrednosti, mora
objaviti zavarovanje na zavarovalni ra£un (angl. collateral account). Izkazano zava-
rovanje ostane v lasti stranke, ki ga je izkazala, in se obrestuje. e v £asu trajanja
pogodbe ne pride do nepla£ila, prejme dajalec zavarovanja zavarovanje nazaj skupaj
z nakopi£enimi obrestmi.
Kot referen£na obrestna mera za zavarovanja, ki so objavljena v poslih z izve-
denimi ﬁnan£nimi instrumenti, se vse bolj pogosto uporablja OIS obrestna mera.
Nara²£ajo£e teºnje po ve£ji kolateralizaciji in centralnemu kliringu od ﬁnan£ne krize
dalje se bodo najverjetneje ²e nadaljevale, zato je potrebno vklju£iti vpliv zavaro-
vanja na vrednotenje izvedenih ﬁnan£nih instrumentov in ustrezno spremeniti stan-
dardne formule.
Kljub zavarovanju s premoºenjem in centralnemu kliringu, ki zmanj²ujeta tve-
ganje nasprotne stranke pri izvedenih ﬁnan£nih instrumentih na OTC trgu, je likvi-
dnostno tveganje ²e vedno prisotno in bi v neugodnih trºnih pogojih lahko postalo
izrazitej²e zaradi potreb po ﬁnanciranju knjiºenja zavarovanj in variabilnega kritja.
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3 Izbira diskontne krivulje
Ob prisotnosti ve£ih krivulj postane izbira krivulje za diskontiranje prihodnjih de-
narnih tokov in s tem povezane izbire standardne martingalske verjetnosti netrivi-
alna. Prva moºnost je, da za vsak tenor (oziroma ro£nost) temeljne obrestne mere
(angl. underlying interest rate) izberemo pripadajo£o diskontno krivuljo. Na ta
na£in vsaki ro£nosti pripada trg, ki je lo£en od preostalih. To zahteva dolo£itev do-
datnih povezav, ki zagotavljajo odsotnost arbitraºe med temi trgi, ki so medsebojno
povezani z obrestnimi izvedenimi ﬁnan£nimi instrumenti, katerih pla£ila so odvisna
od ve£ih tenorjev. Druga moºnost je izbrati eno diskontno krivuljo, ki bo veljala
za vse prihodnje denarne tokove ne glede na njihov tenor. Ta moºnost je tudi splo-
²no sprejeta, pri £emer izberemo OIS diskontno krivuljo (angl. OIS discount curve),
tj. diskontna krivulja pridobljena iz OIS obrestnih mer.
3.1 Vrednotenje ob prisotnosti zavarovanja s premoºenjem
Eden glavnih argumentov, ki upravi£uje izbiro OIS diskontne krivulje, je dejstvo,
da je v praksi ve£ina trgovanih obrestnih izvedenih ﬁnan£nih instrumentov zavaro-
vanih. Za obra£un stanja zavarovanja se kot referen£na obrestna mera uporablja
OIS obrestna mera. Ko vrednotimo izvedene ﬁnan£ne instrumente ob prisotnosti
zavarovanja s premoºenjem je potrebno standardne formule za dolo£anje cen (1.1)
nekoliko spremeniti. e za numerar izberemo ra£un odprtega trga B(t, T ), potem










Izpeljava zgornje formule predpostavlja, da se denar, ki se v procesu varovanja pred
tveganji (angl. hedging process) porablja za nakup ali prodajo osnovnega sredstva,
izposodi/investira po netvegani obrestni meri r(t). Ob prisotnosti pogodbe o zavaro-
vanju moramo upo²tevati, da so lahko zavarovanja, na primer v gotovini, investirana
po netvegani obrestni meri, medtem ko bo stranka, ki je zavarovanje objavila, za-
sluºila obresti, dolo£ene z obrestno mero kolaterala rc (angl. collateral rate).
Najlaºje je predpostavljati, da je zavarovanje knjiºeno kot denar in da je zne-
sek C(t), knjiºen v £asu t, trºno ovrednoten in pokriva 100% vrednosti pogodbe
izvedenega ﬁnan£nega instrumenta v £asu t. e je v £asu t gotovinski znesek zavaro-
vanja C(t), potem lahko od t do t+∆t ta denar investiramo po netvegani obrestni
meri r(t), medtem ko moramo pla£ati obresti po obrestni meri rc(t), kar se rezultira
v (r(t)−rc(t))∆t)C(t). Poleg tega je potrebno objaviti novo stanje zavarovanja glede
na spremembo vrednosti h(t), tj. Nt∆ht, kjer je Nt navidezna glavnica ob £asu t.
Zato je
C(t+∆t) = (1 + (r(t)− rc(t))∆t)C(t) +Nt∆ht. (3.2)
e se²tejemo vse spremembe za vsak inﬁnitezimalen interval dt, potem je








Ob predpostavki N0 = 1, je za£etni pogoj C(0) = h(0), saj smo privzeli, da je
za£etno zavarovanje enako vrednosti pogodbe na za£etni datum.
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Z namenom, da bi poenostavili izraz pod integralom v enakosti (3.2), privzamemo,




To pomeni, da se navidezna glavnica pogodbe pove£a, £e je r(t) > rc(t), saj v
tem primeru zasluºimo s knjiºenim zavarovanjem. Skladno s tem lahko ustrezno
pove£amo velikost pogodbe. Nasprotno velja, £e je r(t) < rc(t). Z upo²tevanjem
privzetka (3.5) se integral poenostavi in dobimo
C(T ) = e
∫︁ T
0 (r(t)−rc(t))dt(C(0) + h(T )− h(0)). (3.6)




















kjer je T > t. Na podlagi izpeljane formule (3.8) pridemo do sklepa, da ob prisotnosti
zavarovanja prihodnje denarne tokove diskontiramo z obrestno mero zavarovanja
rc in ne z netvegano obrestno mero r. Pomembnost tega sklepa se pokaºe, ko
konstruiramo krivulje donosnosti iz opazovanih obrestnih mer zamenjav.
Predpostavljajmo sedaj pogodbo D, ki v £asu T izpla£a 1 denarno enoto. e je
pogodba popolnoma zavarovana s premoºenjem tako, da imetnik pogodbe ne nosi
tveganja, potem je njena vrednost ob £asu t < T dana kot







To pa ni ni£ drugega kot netvegana brezkuponska obveznica, ki v na²em kontekstu
sovpada z diskontnim faktorjem. Glede na vlogo OIS obrestne mere kot obrestne
mere zavarovanja je OIS diskontni faktor (angl. OIS discount factor) deﬁniran kot







OIS diskontni faktor DOIS(t, T ) je opredeljen kot vrednost v £asu t v celoti zavarova-
nega izpla£ila 1 denarne enote v £asu T. To izpla£ilo je samo po sebi netvegano, saj
je v celoti zavarovano z gotovino, kar pa ne pomeni, da je tudi OIS obrestna mera
netvegana. OIS obrestna mera temelji na nezavarovanem medban£nem posojanju,
zato ji je dodana premija za tveganje.
Zgornja izpeljava je odvisna od dolo£enih predpostavk o naravi pogodbe o zavaro-
vanju. V praksi nekatere predpostavke, kot so nemoten prenos sredstev in 100% go-
tovinsko zavarovanje, ne bodo izpolnjene. Vpra²anje je, ali je uporaba OIS obrestne
mere pri diskontiranju cen izvedenih ﬁnan£nih instrumentov ²e vedno utemeljena.
Na tem mestu se uporaba OIS obrestne mere upravi£uje z njeno vlogo najprimer-
nej²ega pribliºka netvegani obrestni meri.
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3.2 Najbolj²i pribliºek netvegane obrestne mere
Za pribliºek netvegane obrestne mere ºelimo, da bi v najve£ji moºni meri temeljil na
dejanskih transakcijah. Anketirane obrestne mere, npr. LIBOR, niso vedno rezultat
objektivnega pogleda na pretekle in teko£e transakcije. Z odmikom od obrestnih
mer, ki temeljijo na predloºitvah, se zmanj²a moºnost trºne manipulacije in pove£a
zaupanje v referen£ne obrestne mere.
OIS obrestna mera je kot referen£na obrestna mera pomembna ne le zato, ker je
navedena v poslih z zavarovanjem temve£ tudi zato, ker sodi med najprimernej²e kan-
didate za vlogo netvegane referen£ne obrestne mere (angl. risk-free reference rate).
O£itno je, da OIS obrestna mera ni v celoti brez tveganja, saj temelji na obrestnih
merah za nezavarovana medban£na posojila. Kreditno tveganje OIS obrestne mere
je vsekakor zelo majhno, saj govorimo o tveganju za £ez no£ (angl. overnight risk)
bank z najvi²jo bonitetno oceno. Poleg tega se OIS indeks (angl. OIS index) v za-
menjavah nana²a na dnevno osveºeno obrestno mero, zato je premija za kreditno
tveganje zelo nizka tudi za dolgoro£ne zamenjave.
Repo posli so zavarovani posojilni sporazumi (angl. secured lending agreements),
zato bi lahko trdili, da je bolj²i kandidat za netvegano obrestno mero repo obrestna
mera za £ez no£ (angl. overnight repo rate). Primernost referen£ne obrestne mere
kot netvegane obrestne mere ni odvisna samo od tega, ali vklju£uje premijo za kre-
ditno tveganje (£eprav je to verjetno glavno merilo). Referen£na obrestna mera
mora zagotoviti tudi globok in likviden trg, na katerem je mogo£e nedvoumno do-
lo£iti obrestno mero. Eden od problemov repo trga je, da obstajajo velike razlike v
repo obrestnih merah glede na tip knjiºenega zavarovanja. Medtem ko je repo trg
kratkoro£no likviden (nekaj mesecev), ima OIS obrestna mera prednost, da je trg z
dolgoro£nimi zamenjavami obrestnih mer robusten, kar nam omogo£a konstrukcijo
krivulj donosnosti dale£ v prihodnost.
15

4 LIBOR diskontni faktorji
Smiselna deﬁnicija LIBOR diskontnega faktorja DαL(t, T ) za dolºino obdobja α
(angl. LIBOR discount factor of tenor α) je vrednost ob £asu t ene enote izpla£ila
v £asu T na nezavarovanem medban£nem trgu, kjer je tveganje nasprotne stranke
predstavljeno s povpre£nim predstavnikom LIBOR spektra, pri £emer je spekter
posodobljen vsakih α mesecev. Poudarimo, da LIBOR diskontni faktor DαL(t, T )
ni isto kot tvegana brezkuponska obveznica, ki jo izda najbolj²e ocenjeno podjetje,
npr. predstavnik LIBOR spektra. Razlika je v tem, da diskontni faktor DαL(t, T )
predstavlja sedanjo vrednost prihodnjega izpla£ila, ki se nana²a na periodi£no osve-
ºen kreditni indeks (angl. credit index). Brezkuponska obveznica, ki jo ponudi ena
sama pravna oseba na trgu LIBOR obveznic (angl. LIBOR bond market), ima dru-
ga£no vrednost, saj se lahko kreditna kakovost tega podjetja poslab²a kadarkoli med
ºivljenjsko dobo obveznice (ta primer najbolj ustreza limiti α =∞).
Naj bo sedaj ϕα(t) gostota nepla£ila (angl. density of default) (povpre£nega
predstavnika LIBOR spektra, pri £emer je spekter posodobljen vsakih α mesecev)
ob £asu t, tako da je pogojna verjetnost, da se nezmoºnost pla£ila pojavi na intervalu














verjetnost, da do £asa t ni pri²lo do
nezmoºnosti pla£ila. Nezmoºnost pla£ila se lahko pojavi na intervalu (t, t + dt)
samo, £e se ²e ni pojavila do £asa t. V primeru nepla£ila predpostavljamo stopnjo
izterjave R (angl. recovery rate), ki je pla£ana v £asu T . Potem je










Prvi £len povzame vse moºne £ase nepla£ila do £asa zapadlosti T, ki vodijo do pla£ila
R < 1 v £asu T. Drugi £len opisuje scenarij celotnega pla£ila 1 enote v £asu T , kar
se zgodi zgolj, £e se nezmoºnost izpolnjevanja obveznosti ne pojavi do £asa T. Sedaj
lahko zgornji izraz zapi²emo kot
































kjer smo deﬁnirali netvegani diskontni faktor (angl. risk-free discount factor)
D(t, T ) kot



















= D(t, T )EDT (h(T )/D(T, T )|Ft)
= D(t, T )EDT (h(T )|Ft). (4.5)









= D(t, T )EDT (h(T )|Ft), (4.6)
kar smo uporabili pri izpeljavi LIBOR diskontnega faktorja DαL(t, T ) v (4.3). Oznaka
EDT pomeni povpre£je glede na mero, dolo£eno z diskontnim faktorjem D(t, T ). Ob
upo²tevanju, da je ϕα(t) ≥ 0 za vsak t, iz (4.3) sledi
DαL(t, T ) ≤ RD(t, T ) + (1−R)D(t, T ) = D(t, T ). (4.7)
e netvegano obrestno mero identiﬁciramo z OIS obrestno mero, je
DαL(t, T ) ≤ DOIS(t, T ). (4.8)
Dodatno, £e je β > α, pri£akujemo, da je ϕβ(t) ≥ ϕα(t) in posledi£no
DβL(t, T ) ≤ DαL(t, T ). (4.9)
4.1 LIBOR terminske obrestne mere
Obravnavajmo LIBOR terminski posel na obrestno mero (angl. LIBOR Forward
Rate Agreement; kraj²e LIBOR FRA), ki je zavarovan po stopnji rc in se nana²a na
obdobje od T1 do T2. Ozna£imo dejansko LIBOR obrestno mero kot L(T1, T2), ki je
slu£ajni proces, deﬁniran za T1 ≤ T2 in merljiv glede na FT1 . Deﬁniramo ²e δL(T1, T2)
LIBOR obrestovalni faktor (angl. accrual factor of the LIBOR) med datumoma T1
in T2, ki je najpogosteje dolo£en s konvencijo [dejansko ²tevilo dni]/360.
Terminska obrestna mera F (t;T1, T2) med datumoma T1 in T2, opazovana v
£asu t, je enaka tisti izvr²ilni ceni K, pri kateri je vrednost LIBOR FRA dogovora







L(T1, T2)− F (t;T1, T2)
)︁⃓⃓⃓Ft)︃. (4.10)
Iz tega sledi


















To pomeni, da je LIBOR terminska obrestna mera martingal glede na mero, dolo£eno
z D(t, T2). Opazimo, da je terminska obrestna mera F (t;T1, T2) merljiva glede na
Ft, torej je v celoti dolo£ena v £asu t.
Pravzaprav nam pri tej izpeljavi ni potrebno predpostavljati, da je pogodba za-
varovana. Ob predpostavki, da obstaja ustrezna diskontna krivulja, je terminska
obrestna mera F dolo£ena s pri£akovano vrednostjo LIBOR obrestne mere L glede




5 Konstrukcija krivulje donosnosti pred ﬁnan£no
krizo
V tem poglavju je opisana konstrukcija krivulje donosnosti iz obdobja pred ﬁnan£no
krizo. Obravnavali bomo LIBOR krivuljo neke ﬁksne ro£nosti (ro£nost v tem pri-
meru sicer ni pomembna, saj lahko prosto pretvarjamo med razli£nimi ro£nostmi).
Glavna predpostavka je, da je krivulja, ki dolo£a terminske obrestne mere, enaka
diskontni krivulji. Z uporabo te predpostavke je izpeljava povezave med terminskimi
obrestnimi merami in diskontnimi faktorji enostavna.
Pri izpeljavi klasi£nega predkriznega izraza za terminsko obrestno mero obravna-
vamo naslednji dve strategiji trgovanja: V prvem primeru v £asu t kupimo eno enoto
brezkuponske obveznice, ki nam izpla£a eno denarno enoto ob £asu T1, isto£asno
vstopimo ²e v terminski posel na obrestno mero, ki te£e od £asa T1 do T2 po izvr-
²ilni ceni K, kot prejemnik ﬁksnega pla£ila (tj. prejmemo 1+ δ(T1, T2)K in pla£amo
1+ δ(T1, T2)L(T1, T2) ob £asu T2). Poleg tega ob £asu T1, ko prejmemo eno denarno
enoto, le-to takoj posodimo naprej na medban£nem trgu do £asa T2 po obrestni meri
L(T1, T2). Tako nam ta strategija v £asu T2 da neto denarni tok 1 + δ(T1, T2)K. Pri
drugi strategiji kupimo v £asu t natanko 1+δ(T1, T2)K enot brezkuponske obveznice
z zapadlostjo T2. O£itno nam tudi ta strategija izpla£a 1+ δ(T1, T2)K denarnih enot
ob £asu T2. Ob odsotnosti arbitraºe morata biti vrednosti teh dveh portfeljev ob
£asu t enaki. Poudarimo, da cene brezkuponskih obveznic pod trenutnimi predpo-
stavkami ustrezajo diskontnim faktorjem LIBOR krivulje, zato je
D(t, T1) + FRA(t;K) = (1 + δ(T1, T2)K)D(t, T2), (5.1)
kjer je FRA(t;K) vrednost v £asu t dogovora o terminski obrestni meri z izvr²ilno

















Zgornji izraz za terminsko obrestno mero zelo poenostavi formule, ki vklju£u-


































Vrnimo se nazaj h konstrukciji krivulje donosnosti. V splo²nem lahko krivuljo
razdelimo na 3 £asovno lo£ene dele. V prvem delu, ki ga sestavljajo instrumenti
z najkraj²o ro£nostjo, najdemo promptne te£aje (angl. spot/stub rates) denarnega
trga. To so obrestne mere za denarne depozite, ki hkrati predstavljajo obrestne mere
za medban£na posojila in so dostopne takoj. Dana²nji dan ozna£imo s t in promptni
datum (angl. spot date) s ts, ki je dolo£en z referen£no obrestno mero. Vse gotovinske
obrestne mere (angl. cash rates) se za£nejo obrestovati s promptnim datumom ts. Ob




1 + δ3M(ts, t3M)r3M
, (5.5)
kjer je t3M = ts + 3M in δ3M faktor ²tetja dnevov trimese£ne gotovinske obrestne
mere, ki je v primeru EURIBOR obrestne mere podan kot [dejansko ²tevilo dni]/360.
V ena£bi (5.5) imamo dve neznanki, D(t, t3M) in D(t, ts), zato moramo biti v
splo²nem zmoºni dolo£iti diskontni faktor za promptni datum ts. To lahko storimo
na ve£ razli£nih na£inov:
1. Naj bo t0 referen£ni datum krivulje donosnosti. Za t0 lahko vzamemo dana²nji
datum ali promptni datum (ki je za EURIBOR dva delovna dneva po dana-
²njem datumu) ali na£eloma katerikoli delovni dan po dana²njem dnevu. Vsi
obrestni produkti, ki se uporabljajo pri konstrukciji krivulje, za£nejo pridobi-
vati obresti ²ele od ts naprej, zato lahko preprosto deﬁniramo D(t0, ts) = 1.
2. Za dolo£itev D(t0, ts) lahko uporabimo obrestno mero za posojila za £ez no£
(angl. overnight lending rate), £e je le-ta primerna.
3. Predpostavimo, da je ni£elna stopnja (angl. zero rate), na kateri temelji diskon-
tni faktor, konstantna med dana²njim datumom in prvim datumom zapadlosti
trºnega instrumenta, uporabljenega pri konstrukciji krivulje donosnosti. e-
prav to morda ni zelo realisti£no, v praksi ni velike razlike. Deﬁniramo osnovno
ni£elno stopnjo (angl. underlying zero rate) r(t;T ) za t ≤ T (ne smemo zame-
njati z zvezno kratkoro£no obrestno mero r(t))
D(t, T ) = e−r(t;T )δr(t,T ), (5.6)
pri £emer je δr faktor ²tetja dnevov, ki je del deﬁnicije r(t;T ). Izberemo lahko
poljubno konvencijo ²tetja dnevov, saj je osnovna ni£elna stopnja r(t;T ) po-
polnoma ﬁktivna koli£ina, ki se uporablja zgolj pri konstrukciji krivulje.
V prvem primeru, kjer smo vzeli D(t0, ts) = 1, ni£elna stopnja ni za res deﬁnirana.
Ni£elno stopnjo lahko deﬁniramo za t ≥ ts, tako da je
D(t, T ) = e−r(t;T )δr(ts,T ). (5.7)
S promptnimi te£aji lahko dolo£imo krivuljo za nekaj mesecev. Po tem obdobju
nadaljujemo v drugem delu, ki je v primeru LIBOR krivulj obi£ajno sestavljen iz
terminskih pogodb ali poslov. Ob dani terminski obrestni meri F (t;T1, T2) lahko na
podlagi izpeljane povezave (5.3) dolo£imo D(t, T2), £e je podan D(t, T1). V primeru,
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da je tudi D(t, T1) sam po sebi neznan, ga lahko dolo£imo z interpolacijo in nato
izra£unamo ²e D(t, T2). Z likvidnimi terminskimi pogodbami ali terminskimi posli
na obrestno mero lahko dolo£imo krivuljo do dveh oziroma treh let. Po tem £asov-
nem obdobju vstopamo v zadnji del krivulje donosnosti, ki je ponavadi sestavljen iz
zamenjav obrestnih mer. Z uporabo le-teh lahko dolo£imo krivuljo za £asovne okvire
do 50 let, £eprav je po obdobju desetih do petnajstih let ²tevilo razpoloºljivih za-
menjav dokaj omejeno, kar pomeni, da je koli£ina informacije iz vhodnih podatkov
precej skromna.
Za zamenjave trg navaja tako imenovane nominalne kuponske obrestne mere
(angl. par coupon rates), ki so tiste kuponske obrestne mere ﬁksnega dela vsake
zamenjave, za katere je sedanja vrednost zamenjave enaka 0. e s SN ozna£imo
















kjer je δ (∆) faktor ²tetja dnevov ﬁksne (spremenljive) strani. Datumi ﬁksnega in
spremenljivega pla£ila obrestnih mer so Ti oziroma Tj ter M ozna£uje ²tevilo pla£il
na spremenljivi strani. Predpostavljamo ²e, da je zadnje pla£ilo obeh strani izvedeno
hkrati na isti datum T = TN = TM , ki je tudi datum zapadlosti zamenjave. Medtem
ko se zamenjave lahko za£nejo kadarkoli v prihodnosti, nas pri konstrukciji krivulje
donosnosti zanimajo le zamenjave, ki se za£nejo na promptni datum ts.







∆(Tj−1, Tj)D(t, Tj)F (t;Tj−1, Tj), (5.9)




δ(Ti−1, Ti)D(t, Ti). (5.10)
V praksi je pri konstrukciji krivulj donosnosti (ali konstrukciji orodij za vredno-
tenje zamenjav) pomembno, kako so generirani datumi izpla£il Ti in Tj. Obstajajo
razli£ne konvencije, vendar se najpogosteje uporablja nazaj²nja konvencija ob koncu
meseca (angl. backward End-Of-Month (EOM) convention).
Za generiranje datumov sledimo naslednjemu postopku:
1. Promptnemu datumu ts dodamo trajanje zamenjave (npr. 5 let, 10 let itd), da
dobimo neprilagojeni datum zapadlosti te.
2. e je ts zadnji dan v mesecu, potem tudi te pomaknemo na zadnji dan v
mesecu. Na tej to£ki se lahko zgodi, da te sovpade z nedelovnim dnem.
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3. Naj bo tN = te in δ = 12/n, kjer je n pogostost pla£il (npr. n = 1 za letna
pla£ila, n = 2 za polletna pla£ila itd.). Sedaj nastavimo tN−1 = tN − δM.
e je te zadnji dan v mesecu, potem tN−1 premaknemo na zadnji delovni
dan v mesecu. Po potrebi lahko tN−1 premaknemo tudi na naslednji delovni
dan z uporabo modiﬁcirane konvencije sledenja dni (angl. modiﬁed following
convention) ali katerekoli konvencije, ki je navedena v pogodbi o zamenjavi.
4. Ponavljamo postopek za k = N − 1, N − 2, . . . , dokler je tk > ts.
5. Na koncu, £e je to potrebno, premaknemo te na naslednji delovni dan z uporabo
modiﬁcirane konvencije sledenja dni ali katerekoli navedene konvencije.
Sedaj lahko poenostavimo desno stran ena£be v (5.9) z uporabo (5.3). S tem
predpostavljamo, da vedno obstaja trg terminskih obrestnih mer med datumoma
Tj−1 in Tj za vsak j. To je pravzaprav zelo netrivialna predpostavka, ki v literaturi
ni posebej obravnavana. Namesto tega se pogosto navaja kot o£itna, vendar to ²e
zdale£ ni res. Ko smo izpeljali izraz (5.3), je na² argument o odsotnosti arbitraºe
vklju£eval moºnost takoj²njega vstopa v FRA po dani terminski obrestni meri, toda
tak²ni FRA dogovori so obi£ajno dovolj likvidni le do dveh oziroma treh let. Ko
ºelimo uporabiti (5.3) v (5.9), govorimo o £asovnih intervali, ki so lahko oddaljeni
tudi do 30 let, zato uporaba FRA terminskega posla ni ve£ utemeljena.
Spomnimo se, da smo terminsko obrestno mero F (t;T1, T2) prvotno deﬁnirali kot
izvr²ilno ceno, za katero je vrednost FRA dogovora za obdobje od T1 do T2 ob £asu t
enaka 0. To pomeni, da bi za izraºanje spremenljive strani zamenjave s terminskimi
obrestnimi merami morali opredeliti dejanske FRA dogovore, ki se nana²ajo na dano
obrestovalno obdobje, vendar kot smo navedli zgoraj, to ni mogo£e. V naslednjem
poglavju, kjer je opisan pokrizni na£in gradnje krivulj donosnosti, bomo opustili
ta standardni argument, ki je naveden zgoraj in uporabljen pri izpeljavi (5.3), ter
dolo£ili terminske obrestne mere na ustrezen na£in. Za zdaj pa nadaljujmo s starim
na£inom gradnje krivulje.
Z upo²tevanjem (5.3) se (5.9) poenostavi na
SNA
fix
N (t) = D(t, T0)−D(t, TM). (5.11)
Iz (5.11) izrazimo diskontni faktor D(t, TN) in dobimo
D(t, TN) =
D(t, T0)− SNAfixN−1(t)
1 + δ(TN−1, TN)SN
. (5.12)
Pogosto se zgodi, da so nekateri diskontni faktorji v anuitetnem faktorju AfixN−1
neznani. Ker imamo zgolj eno ena£bo z enim vhodnim trºnim podatkom SN , mo-
ramo neznane diskontne faktorje dolo£iti z zankanjem. To lahko storimo tako, da
najprej z ugibanjem dolo£imo za£etno vrednost D(t, TN), uporabimo to vrednost pri
interpolaciji vseh neznanih diskontnih faktorjev v AfixN−1 ter nato z uporabo (5.12)
ponovno izra£unamo vrednostD(t, TN). Celoten postopek ponavljamo, dokler ne do-
seºemo predpisanega konvergen£nega kriterija za iterirane vrednosti. Ta postopek
bomo podrobneje opisali v naslednjih poglavjih, ko bomo obravnavali nov pravilnej²i
na£in konstruiranja krivulj donosnosti.
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6 Konsistentna konstrukcija krivulj donosnosti
Prej²nja metoda konstrukcije krivulje donosnosti predpostavlja, da temeljna obre-
stna mera ne zapade kreditnemu tveganju, zato imamo zgolj eno diskontno krivuljo,
ki je hkrati tudi terminska krivulja. Ta metoda konstrukcije ni ustrezna za LIBOR
obrestno mero, saj le-ta zapade kreditnemu tveganju.
Konsistentna konstrukcija krivulj donosnosti temelji na naslednjih korakih. Naj-
prej konstruiramo £isto OIS krivuljo (angl. pure OIS curve), ki bo v na²em kontekstu
(skoraj) netvegana krivulja. Ko je OIS krivulja zgrajena, lahko uporabimo OIS di-
skontne faktorje pri konstrukciji razli£nih LIBOR krivulj. Sledi izra£un LIBOR
terminskih obrestnih mer glede na mero, dolo£eno z OIS diskontnimi faktorji.
Razli£ne ro£nosti LIBOR obrestnih mer bomo ozna£ili z gr²kimi £rkami α, β, γ
itd. Za vsako ro£nost ozna£imo FT1−merljive LIBOR obrestne mere med datumoma
T1 in T2 z Lα(T1, T2), Lβ(T1, T2) itd. Analogno ozna£imo obrestovalne faktorje ²tetja
dnevov z δα, δβ, ∆α, ∆β itd.
Terminske obrestne mere LIBOR krivulje α−ro£nosti1 (angl. forward rates for
















kjer ETαj ozna£uje pri£akovano vrednost glede na mero, dolo£eno z OIS diskontnim
faktorjem DOIS(t, Tαj ).
6.1 Konstrukcija OIS diskontne krivulje
Pred zankanjem LIBOR terminskih obrestnih mer glede na mero, dolo£eno z OIS
diskontnimi faktorji, je potrebno dolo£iti samo OIS diskontno krivuljo. Pri konstru-
iranju krivulje poleg posojilne obrestne mere za £ez no£ (angl. overnight OIS lending
rate/stub rate) uporabljamo tudi OIS zamenjave. Za EONIA krivuljo (angl. EONIA
curve) imamo na voljo zamenjave z dospelostmi 1−3 tednov, 1−11 mesecev, 1−10
let, 12 let, 15 let, 20 let, 25 let, 30 let, 40 let, 50 let.
6.1.1 OIS terminske obrestne mere
OIS terminske obrestne mere FOIS(t;T1, T2) (angl. OIS forward rates) lahko deﬁni-
ramo podobno kot LIBOR terminske obrestne mere v (4.11). Najprej predposta-
vimo, da se spremenljivi del pla£ila obra£una med datumoma T1 in T2 s pla£ilom ob





pri £emer od sedaj naprej pi²emo r(s) namesto rOIS(s). Fiksni del pla£ila je pomno-
ºen z obrestovalnim faktorjem δ(T1, T2), tako da je pla£ilo kot prej enako
1 + δ(T1, T2)K. Sedaj imamo dve moºnosti za opredelitev OIS terminskih obre-
stnih mer.
1Razumemo kot LIBOR krivuljo zgrajeno iz LIBOR terminskih obrestnih mer, ki se nana²ajo
na dolºino obdobja α.
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V primeru standardne opredelitve je terminska obrestna mera tista izvr²ilna cena K,
pri kateri je sedanja vrednost ﬁksnega pla£ila enaka sedanji vrednosti spremenljivega
pla£ila. V tem primeru je























V primeru OIS obrestne mere je prisoten detajl in to je predpostavka, da je konec
obrestovalnega obdobja T2 enak datumu pla£ila. V praksi je to res samo za GBP in
CHF, medtem ko pri ostalih pomembnej²ih valutah datuma ne sovpadata. Za USD
in JPY je razlika med datumoma dva delovna dneva, za EUR, SEK, DKK, CAD,
AUD pa en delovni dan. Pri obravnavi splo²nega primera za obra£unano obdobje
vzamemo obdobje od T1 do T2 in za datum pla£ila T3, ki se zgodi po T2. Vidimo, da
je














Izraz na desni strani ena£be je nekoliko bolj zapleten, vendar ga lahko poenosta-
vimo z aproksimacijo in posledi£no zapi²emo kot kombinacijo diskontnih faktorjev.





























eprav je T3 lahko karkoli, vemo, da je vsaj za primere, ki nas zanimajo, precej
blizu T2, zato lahko ET3 aproksimiramo z ET2 . Opazimo ²e, da je

































Z uporabo izraza (6.9) in aproksimacije ET3 → ET2 v (6.7), lahko (6.5) zapi²emo kot




kar ponovno vodi do izraza (6.4) za OIS terminske obrestne mere.
Druga moºnost je, da izhajamo iz deﬁnicije, kjer je terminska obrestna mera de-
ﬁnirana kot sedanja pri£akovana vrednost spremenljive obrestne mere (angl. ﬂoating









r(s)ds − 1⃓⃓Ft)︂. (6.11)
Pomnoºimo sedaj obe strani z DOIS(t, T2) in z zamenjavo mere na desni strani
ena£be dobimo






















kar nam ponovno da izraz (6.4). Posledi£no vzamemo izraz (6.4) za deﬁnicijo OIS
terminske obrestne mere.
6.1.2 Zankanje OIS krivulje
Kot prej obravnavajmo OIS zamenjavo zM spremenljivimi pla£ili in N ﬁksnimi pla-
£ili. Obrestovalna obdobja ozna£imo s (tj−1, tj) in (ti−1, ti) ter pripadajo£e datume




























Zaradi zamaknjenih datumov pla£il Tj izraza (6.13) ne moremo poenostaviti na
na£in, kot smo to lahko storili pred tem. To konstrukcije OIS diskontne krivulje ne













δ(ti−1, ti)DOIS(t, Ti). (6.15)
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Ponovno predpostavljamo, da sta kon£na datuma pla£il enaka, tj. TN = TM . Kon£ni







− 1− SNδ(tN−1, tN)
. (6.16)
Ta zveza bo osnova za postopek zankanja.
Naj bo T najkasnej²i £as, za katerega smo do sedaj ºe konstruirali diskontne fak-
torje. Naj bo k najmanj²e celo ²tevilo, tako da je Tk ≤ T < Tk+1 za ﬁksni del, in naj
bo l najmanj²e celo ²tevilo, tako da je Tl ≤ T < tl+1 za spremenljivi del. S preprosto
interpolacijo lahko izra£unamo vse DOIS(t, Ti), DOIS(t, tj) in DOIS(t, Tj) za i ≤ k in
j ≤ l, £e je to potrebno. Tako bo znanih prvih l oziroma k £lenov v enakosti (6.14)
oziroma (6.15), vse ostale £lene bomo dolo£ili z metodo zankanja. Na vsakem koraku
iteracijskega postopka bomo ponovno izra£unali AfloatM−1(t), A
fix
N−1(t), DOIS(t, tM−1) in
DOIS(t, tM), da dobimo naslednjo iteracijsko vrednost za DOIS(t, TN). Algoritem je
naslednji
1. Z ugibanjem dolo£imo za£etno vrednost DOIS(t, TN) in jo ozna£imo z
D
(0)
OIS(t, TN). Naj bo m = 0.
2. Z interpolacijo med datumoma T in TN ter uporabo vrednosti DOIS(t, T ) in
D
(m)
OIS(t, TN) izra£unamo vrednosti D
(m)
OIS(t, Ti) za vse i = k + 1, . . . , N − 1 in
D
(m)
OIS(t, Tj) ter D
(m)
OIS(t, tj) za vse j = l + 1, . . . ,M − 1.
3. Iz interpoliranih vrednosti D(m)OIS(t, Ti), D
(m)







M−1 (pri tem ohranimo prvih k in l £lenov).




OIS(t, tM−1) in D
(m)
OIS(t, tM) izra£u-
namo D(m+1)OIS (t, TN) na podlagi zveze (6.16).
5. Pove£amo m→ m+ 1 in ponavljamo korake 2− 5, dokler ne doseºemo ºelene
natan£nosti.
Z metodo zankanja lahko konstruiramo OIS krivuljo ne glede na vrzel med kon£-
nim datumom obrestovalnega obdobja in datumom pla£ila. V praksi je visoka
natan£nost doseºena ºe po nekaj korakih iteracije. Izpostavimo, da ko govorimo
o interpolaciji med dvema vrednostima DOIS, ne mislimo, da je treba interpola-
cijo izvesti na samih diskontnih faktorjih. Pravzaprav je interpolacija najpogosteje
izvedena na osnovni ni£elni stopnji r(t;T ) ali logaritmu diskontnega faktorja. V
zgornjem algoritmu bi tako iz ugibane za£etne vrednosti DOIS(t, TN) izra£unali ni-
£elno stopnjo za TN , potem bi z interpolacijo na r dolo£ili ni£elne stopnje med
£asi Tk in TN . Nato iz interpoliranih ni£elnih stopenj izra£unamo diskontne faktorje
D
(m)
OIS(t, Ti) itd. Postopek zankanja je neodvisen od izbire interpolacijske metode in
na£eloma deluje z vsako metodo, vendar lahko izbira neustrezne interpolacijske me-
tode uni£i konvergenco iterativnega postopka in vodi do nesmiselnih rezultatov. Ker
je izbira interpolacijske metode klju£nega pomena, je to podrobneje obravnavano v
poglavju 7.
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6.2 Konstrukcija LIBOR krivulj z uporabo OIS diskontiranja
Ko je OIS diskontna krivulja zgrajena, se lahko lotimo dosledne konstrukcije LIBOR
krivulje, ki se nana²a na obrestno mero poljubne ro£nosti α. Pred izpeljavo razli£nih
ena£b, je koristno najprej razumeti, kaj to£no sploh konstruiramo.
Do sedaj smo krivulje donosnosti konstruirali s konstrukcijo diskontnih faktorjev
doti£nih krivulj, pri £emer smo uporabili ustrezne cenovne formule. Toda LIBOR
obrestne mere niso brez tveganja, zato prihodnjih denarnih tokov ne moremo dis-
kontirati na obi£ajen na£in.
Na voljo imamo nabor formul za vrednotenje razli£nih trºnih instrumentov, ki
v resnici ne vklju£ujejo nobenih LIBOR diskontnih faktorjev, ampak vsebujejo OIS
diskontne faktorje skupaj z LIBOR terminskimi obrestnimi merami. Torej kar bi
potencialno morali interpolirati je terminska obrestna mera Fα(t;T1, T2). Terminska
obrestna mera vklju£uje dva prihodnja datuma, medtem ko bi bilo matemati£no
veliko laºje, £e bi se ukvarjali s koli£ino, ki je odvisna zgolj od ene same to£ke v
prihodnosti.
K problemu interpolacije terminskih obrestnih mer Fα pristopamo na dva raz-
li£na, a podobna na£ina. Prvi pristop temelji na vpeljavi diskontnih faktorjev,
povezanih s terminskimi obrestnimi merami Fα. Diskontne faktorje α−ro£nosti2
smo deﬁnirali kot
Pα(t, T2) ≡ Pα(t, T1)
1 + ∆α(T1, T2)Fα(t;T1, T2)
, (6.17)
kjer je T1 < T2 in ∆α faktor ²tetja dnevov, ki ga lahko izberemo po lastni presoji.
Poudarimo, da tako deﬁniran Pα ni isto kot LIBOR diskontni faktorDαL, saj je slednji
merilo t−vrednosti ene enote izpla£ila v £asu T, ki jo izpla£a povpre£ni predstavnik
LIBOR spektra, ki je posodobljen vsakih α mesecev. Koli£ina DαL(t, T ) se nana²a
samo na LIBOR spekter, medtem ko je Pα glede na deﬁnicijo, kar zadeva terminsko
obrestno mero Fα, implicitno odvisen od netvegane krivulje (v na²em primeru OIS
krivulje), saj je LIBOR terminska obrestna mera Fα sama po sebi podana kot




glede na mero, dolo£eno z DOIS(t, T2).
V zvezi z ∆α izpostavimo dejstvo, da bi teoreti£no lahko izbrali karkoli, toda
kot bomo videli v nadaljevanju, se ena£be pri postopku zankanja poenostavijo, £e
izberemo isto konvencijo ²tetja dnevov, kot smo jo uporabili v spremenljivem delu
zamenjave, iz katere je dana krivulja tudi zgrajena. Za ve£ino valut za ∆α vzamemo
[dejansko ²tevilo dni]/360, medtem ko za GBP vzamemo [dejansko ²tevilo dni]/365.
Tako lahko v deﬁniciji diskontnega faktorja za razli£ne valute izberemo razli£ne
(oziroma ustrezne) konvencije ²tetja dnevov.
Upravi£eno lahko ugovarjamo, da (6.17) ne zagotavlja ustrezne deﬁnicije Pα, saj
se Pα pojavlja tako na levi kot tudi na desni strani ena£be. Zaradi nepopolne deﬁ-
nicije (6.17) bomo Pα deﬁnirali iterativno, za£en²i z datumom najkraj²e zapadlosti
instrumenta. Za£nemo na primer s Pα(t, ts) = 1, saj je to precej priro£no. Za
dopolnitev deﬁnicije Pα bomo uporabili prvi razpoloºljivi trºni instrument.
2V smislu dolºine obdobja, na katerega se nana²a LIBOR terminska obrestna mera.
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V poglavju 5 smo pri opisu predkriznega na£ina konstrukcije krivulje donosnosti
kot prvi trºni instrument uporabili α−gotovinske obrestne mere za konstrukcijo
LIBOR krivuljo α−ro£nosti (glej ena£bo (5.5)). Te gotovinske obrestne mere so na
voljo tudi sedaj, vendar niso primerne za uporabo pri konstrukciji LIBOR krivulje
glede na OIS diskontiranje.
Da bi to razumeli, izpostavimo dejstvo, da so temeljni gradniki LIBOR krivu-
lje α−ro£nosti terminske obrestne mere (6.1). Te terminske obrestne mere izha-
jajo iz zavarovanih OIS zamenjav in terminskih pogodb oziroma poslov, medtem
ko so α−gotovinske obrestne mere druga£ne. Gotovinska obrestna mera predsta-
vlja zgolj posojilno obrestno mero povpre£ne banke, ki je del LIBOR spektra, in
nima nobene zveze s terminsko pogodbo, zavarovano z OIS obrestno mero. Posle-
di£no α−gotovinske obrestne mere ni mogo£e povezati z nobeno terminsko obrestno
mero Fα, ki je deﬁnirana v (6.1). e je na² cilj, dose£i popolnoma konsistentno in
homogeno krivuljo, potem v proces konstrukcije ne bi smeli vklju£evati obrestnih
mer za denarne depozite ro£nosti α. Namesto njih lahko uporabimo FRA dogovore,
ki se pri£nejo na promptni datum (angl. spot starting FRA), £e so le-ti na voljo,
sicer moramo uporabiti metodo zankanja, ki je pojasnjena v nadaljevanju.
Naslednja teºava, s katero se soo£amo pri konstrukciji LIBOR krivulje glede na
OIS diskontiranje, je uporaba FRA dogovorov. LIBOR FRA dogovor, ki poteka
od T1 do T2, se lahko opredeli na dva razli£na na£ina. V prvem primeru se ﬁksna
in spremenljiva pla£ila izvedejo v £asu T2, medtem ko se v drugem primeru dis-
kontirana pla£ila izvedejo v £asu T1. V slednjem primeru sta pla£ili diskontirani z
LIBOR obrestno mero tako, da obe pla£ili pomnoºimo z
1
1 + δ(T1, T2)Lα(T1, T2)
. (6.19)
Slednji tip FRA dogovora je investitorjem bolj privla£en, saj bolj cenijo diskonti-
rano pla£ilo ob £asu T1 kot celotno pla£ilo ob £asu T2. Potrebno je paziti, da tak²en
tip FRA dogovorov ne vklju£imo v konstrukcijo LIBOR krivulje glede na OIS dis-
kontiranje. V tem primeru je terminska obrestna mera (tj. tista izvr²ilna cena, pri









kar je povsem druga koli£ina kot terminska obrestna mera, deﬁnirana v (6.1). Posle-
di£no se razlikuje tudi od terminskih obrestnih mer, ki se pojavljajo pri zamenjavah
obrestnih mer. Tak tip FRA dogovorov ne vklju£ujemo v konstrukcijo krivulj, saj ni
enostavno izraziti trºnih obrestnih mer s terminskimi obrestnimi merami (6.1). Upo-
raba LIBOR diskontnih faktorjev pri izpla£ilih pred ﬁnan£no krizo je bila smiselna,
saj so bila diskontirana pla£ila ob £asu T1 ekvivalentna celotnemu pla£ilu v £asu T2.
Enakost izpla£il je bila posledica uporabe LIBOR krivulje kot diskontne krivulje.
Sedaj ni ve£ smiselno imeti tak²nih tipov FRA dogovorov, saj niso konsistentni s
terminskimi obrestnimi merami, dobljenimi iz OIS zavarovanih zamenjav obrestnih
mer. V nadaljevanju bomo domnevali, da FRA dogovori, ki se uporabljajo pri kon-
strukciji krivulje, izpla£ajo celotno pla£ilo v £asu T2, kar nam skupaj z zamenjavami
daje nabor koherentnih instrumentov, s katerimi lahko zgradimo krivuljo.
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Tako lahko za prvi razpoloºljivi trºni instrument vzamemo FRA dogovor ali
terminsko pogodbo. Zaradi enostavnej²e razlage predpostavimo, da obravnavamo
preprost FRA dogovor. Ker FRA obrestne mere vklju£ujejo zgolj en denarni tok,










⃓⃓Ft)︁ = FRAα(t;Tα1 , Tα2 ), (6.21)
kjer je FRAα(t;Tα1 , T
α






Ker bo FRA dogovor za£etni instrument pri konstrukciji krivulje, moramo do-
lo£iti Pα za oba £asa Tα1 in T
α
2 . Za dolo£itev Pα bomo ponovno uporabili metodo
zankanja, saj imamo kot vhodni podatek na voljo zgolj FRA obrestno mero. Po-
stopamo natanko tako kot prej. Najprej uganemo vrednost Pα(Tα2 ) in nato z upo-
rabo Pα(Tα2 ) ter Pα(ts) interpoliramo vrednost Pα(T
α
1 ). Potem ponovno izra£unamo
Pα(T
α




2 ) in interpolirane vrednosti
Pα(T
α
1 ) itn. Na ta na£in smo tako dopolnili deﬁnicijo diskontnih faktorjev Pα.
Ko so vrednosti Pα za za£etni in kon£ni datum prvega FRA dogovora dolo£ene,
lahko enostavno dolo£imo vrednosti ²e za za£etne in kon£ne datume naslednjih FRA
dogovorov. Ozna£imo s T (1),α1 < T
(2),α
1 < · · · za£etne datume zaporednih FRA do-
govorov. Za te datume moramo obi£ajno dolo£iti vrednosti Pα, da lahko potem




2 < · · · . To
lahko storimo z ustrezno interpolacijsko metodo. Seveda obstajajo smiselni pogoji,
ki jih mora Pα izpolnjevati, £eprav gre za ﬁktivne vrednosti (npr. zahtevamo, da
so terminske obrestne mere nenegativne, £e so vse vhodne obrestne mere nenega-
tivne). Postopek, s katerim lahko konstruiramo del krivulje, pridobljenega iz FRA
dogovorov, je torej precej preprost.
Naslednji del krivulje je najpomembnej²i in to je del, ki je zgrajen iz zamenjav.
V povezavi z zamenjavami bomo sedaj uporabili ºe konstruirane OIS diskontne fak-


























Da bi poenostavili postopek zankanja, izrazimo terminske obrestne mere Fα z
diskontnimi faktorji Pα. Konvencijo ²tetja dnevov v deﬁniciji (6.17) izberemo tako,


















Anuitetni faktor AαN(t) vsebuje samo OIS diskontne faktorje, zato ga lahko izra£u-
namo enkrat za vselej ºe pred za£etkom zankanja.
Naj bo T ponovno najkasnej²i £as, za katerega smo ºe dolo£ili vrednost Pα, in k
















Vrednosti Pα za Tαk+1, T
α
k+2, . . . , T
α
M bomo dolo£ili z metodo zankanja. To storimo
na povsem enak na£in kot pri zankanju OIS diskontne krivulje. Najprej izpeljemo















Postopek zankanja je naslednji:
1. Z ugibanjem dolo£imo za£etno vrednost Pα(t, TαM) in jo ozna£imo s P
(0)
α (t, TαM).
Naj bo m = 0.





α (t, TαM) izra£unamo vrednost P
(m)
α (t, Tαj ) za vse j = k + 1, . . . ,M − 1.
3. Glede na interpolirane vrednosti P (m)α (t, Tαj ) izra£unamo B
(m)
M−1(t) in nato ²e
P
(m+1)
α (t, TαM) na podlagi ena£be (6.25) (pri tem ohranimo prvih k £lenov).
4. Pove£amo m→ m+ 1 in ponavljamo korake 2− 4, dokler ne doseºemo ºelene
natan£nosti.
V to konstrukcijo krivulje sta vklju£ena ²e dve postopka interpolacije. Pred
za£etkom zankanja moramo morebiti interpolirati obstoje£e OIS diskontne faktorje
za datume {Tαi }Ni=1 in {Tαj }Mj=1. Poleg tega moramo, kjer je to potrebno, interpolirati
Pα za datume Tαj . V teoriji lahko izberemo razli£ni interpolacijski metodi za OIS
diskontne faktorje in Pα. Zaradi konsistentnosti mora biti interpolacijska metoda za
OIS diskontne faktorje enaka tisti, ki je bil uporabljena ºe pri konstruiranju OIS
krivulje. Postopek interpolacije izvedemo bodisi na logaritmu vrednosti Pα bodisi
vpeljemo ﬁktivne ni£elne stopnje rα
Pα(t, T ) = e
−rα(t;T )δα(t,T ), (6.26)
kjer je δα neka primerna konvencija ²tetja dnevov. Interpolacijo tako izvedemo na
rα in ne na samih Pα. Ko smo izra£unali vse Pα(t, Tαj ), lahko kon£no uporabimo
na²o deﬁnicijo (6.17) za izra£un LIBOR terminskih obrestnih mer Fα(t;Tαj−1, T
α
j ),
ki so glavni objekti na²e konstrukcije.
Opi²imo sedaj ²e drugi pristop k interpolaciji LIBOR terminskih obrestnih mer.
Glede na to, da so terminske obrestne mere Fα pravzaprav na² glavni cilj, lahko
izberemo interpolacijsko spremenljivko, ki je bolj neposredno povezana s temi obre-
stnimi merami. Vpeljemo pojem ﬁktivne hipne terminske obrestne mere za ro£-



















Ker je za vsak t (npr. danes) fα(t; s) odvisna zgolj od ene spremenljivke, jo lahko
zlahka uporabimo v interpolacijskem postopku tako, da predpostavimo ustrezno
funkcijsko obliko. O£itni omejitvi v zvezi z metodo zlepkov sta zveznost fα(t; s) in
veljavnost ena£be (6.27) za vse trºne terminske obrestne mere. Dodatne omejitve
lahko uvedemo po potrebi.
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Predpostavimo, da smo ºe dolo£ili vrednosti terminskih obrestnih mer do nekega
datuma Tαk < T
α









²e neznane. Vse te manjkajo£e vrednosti bomo dolo£ili z metodo interpolacije, potem
ko podamo vrednost rα(t;TαM). Kot prej je postopek naslednji:
1. Z ugibanjem dolo£imo za£etno vrednost rα(t;TαM) in jo ozna£imo z r
(0)
α (t;TαM).
Naj bo m = 0.





za j = k + 1, . . . ,M.
3. Glede na F (m)α (t;Tαj−1, T
α
j ) izra£unamo B
(m)
M−1(t), kjer je Bk(t) ﬁksen. Iz ena-
kosti (6.30) izra£unamo novo vrednost F (m+1)α (t;TαM−1, T
α
M), ki jo uporabimo
pri izra£unu r(m+1)α (t;TαM).
4. Pove£amo m→ m+ 1 in ponavljamo korake 2− 4, dokler ne doseºemo ºelene
natan£nosti.
Nekatere podrobnosti teh interpolacijskih postopkov bodo obravnavane v po-
glavju 7. Raje uporabljamo prvi interpolacijski postopek, ki temelji na (6.25), kot
tistega, ki temelji na (6.30). Slednji je po nepotrebnem nekoliko bolj zapleten in ima
nekaj konceptualnih teºav. Konceptualnim teºavam bomo pozornost namenili ka-
sneje, za zdaj bomo nadaljevali z izpeljavo ena£b, ki nastopajo v postopkih zankanja,
za potrebe razli£nih situacij.
6.3 Konstrukcija krivulje donosnosti z uporabo zamenjave
osnove
Pri konstruiranju krivulje donosnosti z uporabo zamenjav se lahko zgodi, da trg obre-
stnih zamenjav ni dovolj likviden oziroma globok. V tem primeru teh zamenjav ne
moremo uporabiti, zato moramo najti druge primerne instrumente za konstrukcijo
krivulje z zankanjem. Kot najprimernej²i instrumenti se pogosto uporabljajo zame-
njave osnove (angl. basis swaps) skupaj z zamenjavami, ki imajo razli£ne osnovne
obrestne mere.
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Kot primer navedimo 12−mese£no EURIBOR krivuljo. Pri konstrukciji te kri-
vulje se soo£amo s problemom, da obrestne zamenjave, katerih spremenljivi del
temelji na 12−mese£ni EURIBOR obrestni meri, niso dovolj likvidne. Zaradi po-
manjkanja likvidnosti teh zamenjav moramo namesto njih uporabiti likvidne obre-
stne zamenjave, katerih spremenljivi del temelji na 6−mese£ni obrestni meri, skupaj
z likvidnimi 6/12 mese£nimi zamenjavami osnove. Kar se ti£e konstrukcije krivulje
donosnosti je nabor zamenjav sedaj druga£en kot prej, zato moramo obravnavati
nekaj novih ena£b. Cilj tega razdelka je izpeljava teh ena£b za splo²ni primer.
Zamenjava osnove je zamenjava ene spremenljive obrestne mere za drugo spre-
menljivo obrestno mero, pri £emer je eni obrestni meri dodana ²e vrednost razpona.
V zgoraj navedenem primeru EURIBOR obrestne mere, mora ena stran 6/12 me-
se£ne zamenjave osnove pla£ati letne obresti z letnimi ﬁksiranji 12−mese£ne EURI-
BOR obrestne mere, medtem ko druga spremenljiva stran pla£uje polletna pla£ila s
polletnimi ﬁksiranji 6−mese£ne EURIBOR obrestne mere in razpon s6/12, ki je dolo-
£en s pogodbo. V tem primeru je razpon (obi£ajno) pozitiven, saj trg postavlja vi²jo
premijo za kreditno tveganje 12−mese£ni kot 6−mese£ni obrestni meri. To pomeni,
da je 12−mese£na obrestna mera, ki jo predvideva 6−mese£ni EURIBOR, niºja od
same 12−mese£ne EURIBOR obrestne mere. Ker je zamenjava osnove zavarovana s
premoºenjem, mora tisti, ki pla£a 6−mese£no obrestno mero, pla£niku 12−mese£ne
obrestne mere dodatno pla£ati ²e za razliko v premijah za tveganje. Kotirana trºna
mera zamenjave osnove s6/12 je tista vrednost razpona, pri kateri je sedanja vrednost
zamenjave osnove enaka 0.
Predpostavimo zamenjavo osnove, pri kateri pride do zamenjave obrestnih mer z
ro£nostima α in β. Mera razpona sα/β se doda pla£ilu na α−strani. Predpostavimo



























Naprej privzamemo, da obstajajo likvidne obrestne zamenjave, katerih spremenljiva

















































Prej²njo ena£bo lahko s poenostavljeno notacijo zapi²emo kot
Mβ∑︂
j=1






j ) = SαA
fix
α (t) + sα/βA
float
α (t). (6.34)
Na podlagi ena£be (6.34) lahko z zankanjem dolo£imo terminske obrestne me-
re Fβ, saj so vse ostale vrednosti v ena£bi znane. Pri tem seveda predpostavljamo,
da smo OIS diskontne faktorje ºe predhodno dolo£ili z zankanjem. e imata pla£ili
ﬁksne strani zamenjave in α−strani zamenjave osnove (torej pla£ili, ki se nana²ata
na obrestno mero ro£nosti α) iste datume pla£il in isto konvencijo ²tetja dnevov,
potem imata isti anuitetni faktor in lahko (6.34) poenostavimo na
Mβ∑︂
j=1






j ) = Aα(Sα + sα/β), (6.35)
kjer je Aα skupni anuitetni faktor. Zgornja ena£ba izgleda natan£no tako kot stan-
dardna formula za vrednotenje zamenjave, kjer je efektivna nominalna obrestna
mera zamenjave zdaj podana kot Sα + sα/β. Poudarimo, da to velja le, £e imata
ﬁksna stran zamenjave in spremenljiva α−stran zamenjave osnove iste datume pla£il
ter isto konvencijo ²tetja dnevov. To seveda pogosto ne bo drºalo.
Postopek zankanja je identi£en tistemu, ki smo ga obravnavali v primeru for-
mule (6.22). Ker predpostavljamo, da je krivulja α−ro£nosti ºe zgrajena, je desna
stran ena£be (6.34) s tem tudi dolo£ena, tako kot je bila leva stran ena£be (6.22)
ºe znana s konstruirano OIS diskontno krivuljo. Kot smo to storili v prej²njem
razdelku, deﬁniramo diskontni faktor β−ro£nosti Pβ in pri tem uporabimo kon-
vencijo ²tetja dnevov ∆β. Postopek zankanja je o£itno isti kot prej, zato ga ne bomo
ponavljali.
Do sedaj smo obravnavali samo zamenjave osnove med EURIBOR obrestnimi
merami razli£nih ro£nosti ob predpostavki, da je sama OIS diskontna krivulja ºe
konstruirana. Lahko se zgodi, da dolgoro£ne OIS zamenjave niso dovolj likvidne
in se zato odlo£imo, da £asovno bolj oddaljen del OIS diskontne krivulje konstrui-
ramo z likvidnimi zamenjavami osnove med OIS obrestno mero in najbolj likvidno
LIBOR obrestno mero ro£nosti β (npr. 6M za EUR, 3M za USD itd) skupaj z obre-
stno zamenjavo ro£nosti β. V primeru EONIA krivulje likvidnost OIS zamenjav po
2− 3 letih ni posebej dobra, zato je priporo£ljivo spremeniti na£in konstrukcije OIS
krivulje.
Obravnavajmo primer EONIA krivulje. Pri konstrukciji EONIA krivulje za £a-
sovno obdobje do dveh let se lahko odlo£imo za uporabo promptnih OIS zame-
njav (angl. spot starting OIS swaps), saj so le-te najbolj likvidne. Medtem ko se
pri dalj²ih zapadlostih lahko odlo£imo za OIS−6M evro LIBOR zamenjave osnove.
Predpostavljamo, da se razpon sβ v zamenjavi osnove doda OIS obrestni meri. OIS
obrestna mera imaM pla£il, medtem ko ima evro LIBOR obrestna mera β−ro£nosti
Mβ pla£il. Zaradi preprostej²e notacije bomo pri OIS obrestni meri zanemarili vrzel
med kon£nim datumom obrestovalnega obdobja in datumom pla£ila. Raz²iritev na
to situacijo je sicer preprosta z uporabo ºe izpeljanih formul.
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kjer r(s) ozna£uje OIS obrestno mero. V tej ena£bi so neznane tudi terminske
obrestne mere Fβ, zato se ²e ne moremo lotiti zankanja OIS diskontnih faktorjev.
Desno stran ena£be lahko izrazimo z vrednostjo ﬁksnega dela obrestne zamenjave
ro£nosti β in hkrati poenostavimo levo stran ter tako dobimo
M∑︂
k=1











kjer je Sβ nominalna kuponska obrestna mera relevantne obrestne zamenjave ro£no-
sti β.
Ponovno predpostavljamo, da je zadnji datum pla£ila za vse zamenjave isti,
tj. TM = TMβ = T
β
Nβ
. Sedaj ko smo iz ena£be izlo£ili neznane vrednosti Fβ, lahko
pri£nemo s postopkom zankanja. Iz ena£be (6.37) izrazimo kon£ni diskontni faktor
DOIS(t, TM)
DOIS(t, TM) =
AβNβ−1(t)Sβ −BM−1(t)sβ −DOIS(t, T0)





















V splo²nem se potreba po interpolaciji pojavi, ko imamo nek nabor vhodnih podat-
kov (ti, xi) v smislu neodvisne spremenljivke t in odvisne spremenljivke x, vendar
ne poznamo analiti£nega izraza za x(t). Na²a naloga je dolo£iti gladko funkcijo x(t),
tako da je x(ti) = xi za vse i. To ni isto kot problem iskanja krivulje x(t), ki se naj-
bolje prilega podatkom (ti, xi), £e podatki vsebujejo ²um. e imamo ²umne podatke,
nas natan£no ujemanje to£k ti ne zanima, saj to niti ni zaºeleno. Po drugi strani pa
v primeru konstrukcije krivulje donosnosti ºelimo, da je x(ti) = xi, tj. natan£no pri-
leganje krivulje vhodnim podatkom. Pri konstrukciji krivulje donosnosti so vhodni
podatki opazovane trºne cene, za katere zahtevamo, da so popolnoma poustvarjene.
Seveda je mogo£e, da iz upravi£enih razlogov ne verjamemo v korektnost trºnih cen,
v tem primeru lahko potem zgradimo arbitraºni portfelj.
e imamo podanih N to£k, potem lahko vedno najdemo polinom stopnje N −
1, ki se natan£no prilega vsaki podani to£ki. To je tako imenovani Lagrangeev
polinom, vendar to v na²em primeru ni najbolj²a re²itev, saj ekstremno izbo£enje
Lagrangeevih polinomov vodi v oscilacijo. Poleg tega, £e bi v vhodnih podatkih
posodobili eno od to£k, bi se vrednosti krivulje x(t) spremenile povsod, razen v
ti, kjer so vrednosti ﬁksne. Pomanjkanje lokalnosti v primeru konstrukcije krivulje
donosnosti ni zaºeleno.
Pri interpolaciji krivulje donosnosti je naravno pomisliti na metodo zlepkov. V
splo²nem se zlepki bolje prilegajo podatkom kot polinomi z manj²im tveganjem
divjega osciliranja med vhodnimi to£kami. Zlepki imajo ²e druge prednosti, kot sta
lastnost lokalnega prileganja in moºnost pove£anja gladkosti interpolirane krivulje.
Obi£ajno z ºeljo po ve£ji gladkosti interpolirane krivulje izgubljamo lokalnost in
pove£ujemo tveganje oscilatornega vedenja. Za dosego pravega ravnovesja med temi
lastnostmi nimamo eksaktnega pravila.
Interpolacija je pri konstrukciji krivulje donosnosti nujno potrebna, saj pogo-
sto potrebujemo vrednost diskontnega faktorja v £asu Ti (npr. datum pla£ila pri
zamenjavah), za katerega ni neposrednih trºnih podatkov, ki bi enoli£no dolo£ali
njegovo vrednost. Za dolo£itev manjkajo£ih vrednosti diskontnih faktorjev upora-
bljamo interpolacijske metode. Kot smo ºe omenili v prej²njem poglavju, redko
interpoliramo vrednosti samih diskontnih faktorjev. Razlog je v tem, da so diskon-
tni faktorji nagnjeni k eksponentnemu zmanj²evanju v £asu, zato jih ni smiselno
modelirati s polinomi nizkih stopenj, kot je to obi£ajno v primeru metode zlepkov
(²e zlasti ker so £asovni intervali [ti, ti+1], v katerih interpoliramo, lahko zelo ve-
liki). Glede na eksponentno obliko diskontnih faktorjev je metodo zlepkov smiselno
uporabiti na logaritmu diskontnih faktorjev ali na osnovni ni£elni stopnji. Povezava
med diskontnim faktorjem D(t) in ni£elno stopnjo je dana kot
D(t) = e−r(t)t. (7.1)
Zaradi preprostej²e notacije pi²emo diskontni faktor le z enim argumentom, ki je da-
tum zapadlosti diskontnega faktorja; prvi argument se bo vedno nana²al na dana²nji
dan, katerega vrednost postavimo na 0. Podobno ozna£ujemo tudi ni£elne stopnje
samo z enim argumentom. asovni faktor t razumemo kot faktor ²tetja dnevov iz
zveze (5.6).
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Predpostavljamo dva datuma t1 in t2, t1 < t2, potem lahko deﬁniramo zvezno ter-




Iz zgornje enakosti izrazimo f(t1, t2), uporabimo (7.1) in dobimo
f(t1, t2) =
r(t2)t2 − r(t1)t1
t2 − t1 . (7.3)
Obravnavajmo sedaj inﬁnitezimalen £asovni interval [t, t+ ϵ]. Zapi²emo




kjer o(ϵ)/ϵ→ 0, ko ϵ→ 0. Izra£unamo limito f(t, t+ ϵ)
f(t) ≡ lim
ϵ→0
f(t, t+ ϵ) = r(t) + r′(t)t = ∂t(r(t)t). (7.5)

















Interpolacija na logaritmu diskontnih faktorjev je ekvivalentna interpolaciji na
r(t). Ker f(t) vsebuje odvod r(t), je f(t) spremenljivka, ki je najbolj kriti£na za
interpolacijo. Najpreprostej²a interpolacija z zlepki je linearna interpolacija, ki za-
gotavlja, da je interpolant zvezen, vendar ne zagotavlja zveznosti odvoda. Torej,
ko interpoliramo r(t) (ali r(t)t, tj. logaritem diskontnega faktorja), bodo dobljene
terminske obrestne mere nezvezne s skoki v to£kah ti. To je nezaºeljeno in je o£itno
rezultat neustrezne interpolacijske metode.
Hagan in West [9, 10] navajata naslednje kriterije pri presoji ustreznosti inter-
polacijskih metod, ki se uporabljajo pri konstrukciji krivulje donosnosti: gladkost
in pozitivnost terminskih obrestnih mer, lokalnost, stabilnost terminskih obrestnih
mer ter lokalnost varovanj pred tveganji (angl. locality of the hedges), ki izhajajo iz
nastale krivulje. Kriterija gladkosti in pozitivnosti sta razumljiva. Za lokalno inter-
polacijsko metodo velja, da £e spremenimo vhodno to£ko xi, potem se interpolacijska
funkcija spremeni le v to£kah, ki se nahajajo v bliºnji sose²£ini to£ke xi. Terminske
obrestne mere so stabilne, £e spremembe vhodnih podatkov povzro£ijo omejene spre-
membe terminskih obrestnih mer, kar je nekoliko nenatan£na opredelitev. Lokalnost
varovanj pred tveganji pomeni, da se za dani obrestni izvedeni ﬁnan£ni instrument
delta tveganje (angl. delta risk) dodeli instrumentom z zapadlostjo blizu tiste, ki jo
ima izvedeni ﬁnan£ni instrument za varovanje pred tveganjem.
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Vendar je treba poudariti, da terminske obrestne mere niso vedno pozitivne. V
obi£ajnih razmerah, ko so vse vhodne obrestne mere pozitivne in diskontni faktorji
padajo£i, je vsekakor smiselno zahtevati, da so terminske obrestne mere pozitivne.
Negativne terminske obrestne mere bi v tem primeru pomenile neustreznost inter-
polacijskega postopka. Po drugi strani pa ni nenavadno imeti krivulje z negativnimi
obrestnimi merami, kot je to v preteklosti dejansko veljalo za CHF krivulje do-
nosnosti in EONIA krivuljo. Iz (7.3) sledi, da £e je r(t2) < r(t1) < 0, potem je
f(t1, t2) < 0, zato v takih situacijah ne moremo zahtevati pozitivnih terminskih
obrestnih mer.
Nadgradnja linearnih zlepkov so kvadrati£ni zlepki, kjer na intervalu [ti, ti+1]
predpostavljamo, da ima interpolacijska funkcija obliko
x(t) = ai + bi(t− ti) + ci(t− ti)2. (7.9)
Izkaºe se, da kvadrati£ni zlepki niso najprimernej²i, saj ima lahko nastala krivulja
cikcakasto obliko za popolnoma normalne vhodne podatke.
Naslednja vrsta zlepkov so kubi£ni zlepki, ki spadajo med najpogosteje upora-
bljene zlepke v interpolaciji. Za kubi£ne zlepke na vsakem intervalu [ti, ti+1] pred-
postavljamo, da je funkcija x(t) dana s polinomom tretje stopnje
x(t) = ai + bi(t− ti) + ci(t− ti)2 + di(t− ti)3. (7.10)
Za N vhodnih to£k (ti, xi) imamo N − 1 intervalov, zato moramo dolo£iti 4N − 4
koeﬁcientov. Prvih N pogojev je dolo£enih z x(ti) = xi. Poleg tega ºelimo, da je
x(t) zvezna v vsaki notranji to£ki ti, kar nam da N − 2 pogojev. Za kubi£ne zlepke
se obi£ajno predpostavlja, da je odvod
x′(t) = bi + 2ci(t− ti) + 3di(t− ti)2 (7.11)
prav tako zvezen, kar nam da ²e N−2 pogojev. Trenutno imamo skupaj 3N−4 po-
gojev, zato je potrebno dolo£iti ²e dodatnih N pogojev, da dobimo enoli£no re²itev.
Seveda lahko zahtevamo, da je tudi drugi odvod
x′′(t) = 2ci + 6di(t− ti) (7.12)
zvezen v vseh notranjih to£kah, kar pomeni, da je treba dolo£iti ²e 2 pogoja. V pri-
meru naravnega kubi£nega zlepka dolo£imo preostala pogoja s predpisom vrednosti
drugega odvoda v robnih to£kah, tj. x′′(t1) = 0 = x′′(tN) = 0.
Tako lahko izberemo x(t) = r(t) ali x(t) = r(t)t ≡ L(t) in poi²£emo ustrezen
naravni kubi£ni zlepek. Pogoj zveznosti prvega in drugega odvoda naravnega ku-
bi£nega zlepka nam da N − 2 ena£b z N spremenljivkami skupaj z dvema robnima
pogojema. e je posodobljena ena vhodna to£ka, je potrebno vse koeﬁciente po-
novno izra£unati. Sistem ena£b je tridiagonalni, kar zelo poenostavi numeriko in
omogo£a re²evanje v £asu O(N).
Za konstrukcijo krivulje donosnosti naravni kubi£ni zlepek ni najbolj ustrezen.
Razlog je v tem, da je zlepek preve£ konveksen in ima laºne to£ke prevoja (to£ke, kjer
drugi odvod spremeni predznak). Glavni problem izhaja iz nagnjenosti kubi£nega
zlepka k oscilacijam. To zlasti povzro£a teºave pri dalj²ih zapadlostih, ko je na voljo
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le nekaj zamenjav, ki so med seboj oddaljene ve£ let [9]. Poleg tega izbrana robna
pogoja nikakor nista naravna in sta nekoliko problemati£na [5].
Po mnenju Adamsa [1] je najbolj²a interpolacijska metoda za konstruiranje kri-
vulj donosnosti naravni kubi£ni zlepek na ni£elnih stopnjah r(t) ali zlepek £etrte
stopnje na hipni terminski obrestni meri f(t). Adams zatrjuje, da obstajajo dokazi,
ki kaºejo, da so z bolj gladko interpolacijo cene instrumentov, ki so pridobljene iz
interpolirane krivulje, natan£nej²e. Ta domneva sicer ni podkrepljena z nobenim
prikazom ali posebej navedene reference. Problem interpolacijskih metod, ki jih je
predlagal Adams, je pravzaprav ta, da so interpolirane krivulje preve£ gladke. Kot je
omenjeno na za£etku tega razdelka in podrobno obravnavano v [9, 10], imajo lahko
naravni kubi£ni zlepki nezaºelene oscilacije, ki so povezane z gladkostjo. Problem
metode je pravzaprav njena gladkost.
Ker se pogosto izkaºe, da so terminske obrestne mere teºavne za zadovoljivo
modeliranje, je vsekakor smiselno izvesti interpolacijo neposredno na njih, saj bo to
zagotovilo gladkost in prepre£ilo pojav skokov, ki izhajajo iz interpolacije nizkega
reda na ni£elnih stopnjah. Zlepek £etrte stopnje, ki je uporabljen na f(t), je zaradi
enakosti (7.5) ekvivalenten zlepku pete stopnje na r(t)t. Iz vidika oscilacije je tak²na
metoda ²e slab²a zlasti pri dalj²ih zapadlostih, ko so vhodni podatki redki. Kot ºe
re£eno je gladkost visokega reda glavni razlog, zakaj omenjeni metodi nista najbolj²a
izbira.
Za spopadanje s problemom oscilacije kubi£nega zlepka se lahko uvede para-
meter napetosti (angl. tension parameter), ki kaznuje oscilacijsko obna²anje in
prisili krivuljo k manj²i izbo£enosti. Druga moºnost je vpeljava pogoja monotono-
sti (angl. monotonicity condition) tako, da je krivulja monotona, kadar so vhodni
podatki monotoni. Z naravnim kubi£nim zlepkom je lahko dobljena krivulja nemo-
notona, £e tudi so vhodni podatki monotoni. V takih primerih je smiselno zahtevati
monotonost zlepka, kar odpravlja neºelene oscilacije. Razredu zlepkov, ki zado²£ajo
pogoju monotonosti, pravimo zlepki, ki ohranjajo monotonost (angl. monotone con-
serving splines). Hyman je v [11] izpeljal zelo u£inkovito in uporabno interpolacijo
z zlepki, ki ohranjajo monotonost. Pri konstrukciji krivulje donosnosti je ²e posebej
uporabna Hymanova lokalna metoda zlepkov.
Z zahtevo po monotonosti kubi£nega zlepka (7.10) se bomo pogosto morali odre£i
dolo£eni stopnji gladkosti. Recimo, da smo dolo£ili 3N − 4 pogojev, pri katerih
se (7.10) natan£no prilega vhodnim to£kam, je zvezen in ima zvezen odvod. Iz teh
pogojev lahko izpeljemo, da mora veljati












∆ti = ti+1 − ti, fi = (ai+1 − ai)/∆ti. (7.17)
Koeﬁcient bN je dolo£en z robnim pogojem. Dodatnih N pogojev sluºi za dolo£itev
bi za i = 1, . . . , N. Za naravni kubi£ni zlepek, kot smo videli zgoraj, dodatne pogoje
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dobimo z zahtevo po zveznosti drugega odvoda v vseh N−2 notranjih to£kah skupaj
z obema robnima pogojema v kon£nih to£kah. Pogoj, da krivulja pripada razredu
C2 (tj. mnoºica vseh dvakrat zvezno odvedljivih krivulj), je odvisen od na£ina, kako
so koeﬁcienti bi izra£unani. Jasno je, da izra£unane vrednosti bi ne ustvarjajo vedno
C2 interpolirane krivulje.
Prej omenjeni pogoj monotonosti lahko izrazimo z Boor-Swartzovim [6] ali s
Fritsch-Carlsonovim [7] pogojem. Medtem ko je Boor-Swartzov pogoj le zadosten
pogoj za monotonost, je Fritsch-Carlsonov pogoj potreben in zadosten. Preprostej²i
Boor-Swartzov pogoj navaja, da £e so podatki lokalno monotono nara²£ajo£i v ti in
je
0 ≤ bj ≤ 3min(fj−1, fj), (7.18)
za j = i ali i+ 1, potem je dobljeni interpolant monoton na intervalu [ti, ti+1].
e so koeﬁcienti bi izra£unani tako, da krivulja pripada razredu C2, potem
neenakost (7.18) morda ne bo izpolnjena. Obratno pa krivulja, ki je prvotno pri-
padala C2, ne bo ve£ dvakrat zvezno odvedljiva v tistih to£kah, kjer smo predpisali
omejitev (7.18). e na primer interpoliramo ni£elno stopnjo r(t), bo imel drugi
odvod r(t) skok v tistih to£kah, v katerih je uveljavljen pogoj monotonosti. Ker je
terminska obrestna mera f(t) povezana z odvodom r(t), to pomeni, da ima odvod
f(t) skoke, kar v f(t) opazimo kot prelom krivulje. Z izjemo to£k, v katerih se f(t)
prelomi, bo krivulja gladka (tj. C1).
V splo²nem moramo ºrtvovati dolo£eno stopnjo gladkosti, da bi dosegli monoto-
nost krivulje. Sama monotonost je zaºelena, saj re²uje problem izbo£enosti in laºnih
to£k prevoja naravnega kubi£nega zlepka.
Hymanov zlepek, ki ohranja monotonost (angl. Hyman's conserving spline), te-
melji na raz²iritvi Boor-Swartzovega pogoja (7.18). Pogoj (7.18) lahko posplo²imo
na kateri koli predznak koeﬁcienta bi z zahtevo
|bi| ≤ 3min(|fi−1|, |fi|). (7.19)
Z uporabo Hymanovega ﬁltra zagotovimo, da vsi bi zadostujejo zahtevi (7.19). Naj-
ve£ja prednost Hymanove metode je njena preprostost.
Ostane nam ²e zadnje vpra²anje, kako izra£unati vrednosti bi, tj. vrednosti od-
voda funkcije v vhodnih to£kah. Poudarimo, da za vsako lokalno metodo za izra£un
vrednosti bi dobimo popolnoma lokalno monoton zlepek, ki je dolo£en z (7.10),
(7.13), (7.14), (7.15), (7.16) in (7.19).
Po De Boorju in Swartzu [6] za aproksimacijo odvoda ne obstaja nobena linearna
aproksimacija, ki bi samodejno zadostovala pogoju monotonosti (7.18). Na razpo-
lago imamo dve moºnosti. Bodisi za izra£un odvodov bi izberemo nelinearno metodo,
ki samodejno izpolnjuje pogoj monotonosti bodisi izberemo linearno aproksimacijo,
na katero apliciramo ²e Hymanov ﬁlter (7.19). Preprosta nelinearna metoda, ki
zadostuje Boor-Swartzovem pogoju, je predstavljena v [7] in se interpretira kot
bi =
3fi−1fi
fi−1 + fi +min(fi−1, fi)
. (7.20)
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V [9] sta Hagan in West (HW) kot Hymanov kubi£ni zlepek, ki ohranja mono-
tonost, vpeljala kubi£ni zlepek z uporabo Fritsch-Butlandove formule (7.20) skupaj
s pogojem, da je bi = 0, £e je fi−1fi < 0 ter z robnima pogojema b1 = bN = 0.
Pokazano je, da za dolo£eno mnoºico testnih podatkov (ki je sicer precej nenavadna,
vendar popolnoma veljavna) lahko tak zlepek ²e vedno ustvari negativne terminske
obrestne mere tako kot naravni kubi£ni zlepek. Kljub manj²i izbo£enosti zlepka,
ki ohranja monotonost, sta Hagan in West pri²la do sklepa, da ta ni dovolj dober
za namene konstrukcije krivulje donosnosti. Posledi£no avtorja deﬁnirata svojo la-
stno interpolacijsko metodo, ki se uporablja direktno na f(t) in zado²£a kriteriju
pozitivnosti kot tudi drugim merilom. Ta metoda bo obravnavana v nadaljevanju.
Zlepek, ki ohranja monotonost, testiran v [9], je le razli£ica splo²nega Hyma-
novega zlepka, ki ohranja monotonost. To, kar je v [9] poimenovano kot kubi£ni
zlepek, ki ohranja monotonost, se dejansko razlikuje od Hymanovega poimenovanja
MC zlepka v [11]. Posledi£no, prikaz neustreznosti izbrane implementacije v [9]
nikakor ne pomeni, da Hymanov zlepek, ki ohranja monotonost, vodi do patolo-
²kih terminskih obrestnih mer. Poleg tega sta Ametrano in Bianchetti [2] uporabila
Hymanov zlepek na logaritmu diskontnih faktorjev za podatkovno mnoºico, za ka-
tero sta Hagan in West opazila negativne terminske obrestne mere. Ametrano in
Bianchetti v svoji raziskavi navajta, da so dobljene terminske obrestne mere pozi-
tivne. Tako kot onadva tudi sami ugotavljamo, da je Hymanov zlepek, uporabljen
na log-diskontnih faktorjih, ustrezen, saj je interpolacija terminskih obrestnih mer
dobra.
Pri interpolaciji na ni£elnih stopnjah r(t) z uporabo Hymanovega zlepka se lahko
v to£kah, v katerih je uporabljen Hymanov ﬁlter (7.19), pojavijo precej nerealisti£ni
ostri prelomi terminskih obrestnih mer. To se sicer zgodi le v redkih primerih za
dalj²e zapadlosti (okoli 30 let in ve£), ko so vhodni podatkih o zamenjavah redki.
Naj bo δ ﬁksno obdobje, za katerega ºelimo izra£unati terminske obrestne mere
(npr. 3 mesece ali 6 mesecev). Ozna£imo fδ(t) = f(t, t + δ). Kot smo videli zgoraj,
je
fδ(t) = r(t) + r
′(t)t+O(δ2) (7.21)
in zato
f ′δ(t) = 2r
′(t) + r′′(t)t+O(δ2). (7.22)
Predpostavimo, da sedaj interpoliramo na r(t). Kjer je uporabljen Hymanov ﬁlter,
bomo v splo²nem dobili zvezen r′(t), medtem ko ima r′′(t) lahko ob£asne skoke.
Spomnimo se, da £asovni faktor t v zgornjih ena£bah razumemo glede na neko
konvencijo ²tetja dnevov, recimo [dejansko ²tevilo dni]/365. Potem je za pribliºno
30 let, t ∼ 30, zato se skok v r′′(t) pomnoºi s faktorjem, katerega vrednost je okoli
30. To pomeni, da je skok v f ′δ(t) ²e ve£ji kot v r
′′(t). V fδ(t) se to izrazi kot znatnej²i
prelom, zaradi £esar lahko terminske obrestne mere izgledajo precej nesprejemljivo.
eprav se to zgodi redko, je to ²e vedno potencialni problem.
Predpostavimo sedaj, da interpoliramo direktno na logaritmu vrednosti diskon-






f ′δ(t) = L
′′(t) +O(δ2). (7.24)
Tokrat skok v f ′(t) ni pove£an za kakr²en koli £asovni faktor, ampak je direktno po-
dan s skokom v L′′(t). Ko uporabljamo Hymanov zlepek na L(t), izgledajo dobljene
terminske obrestne mere za dalj²e zapadlosti bolj sprejemljivo, kot £e uporabimo
zlepke na r(t). Zaradi tega se za izbiro interpolanta priporo£a L(t), £eprav za kraj²e
zapadlosti ni razlike med r in L.
Ugotavljamo tudi, da je Fritsch-Butlandova formula za izra£un vrednosti od-
voda (7.20), uporabljena v [9], natan£nosti O(∆t). Ko so podatkovne to£ke zelo
oddaljene ena od druge, je ta formula zaradi majhne natan£nosti problemati£na
za uporabo. Velike razdalje med to£kami se dogaja v delu z dalj²imi zapadlostmi,
kjer so kotacije zamenjav oddaljene tudi do 10 let. Na tem mestu se paraboli£na
aproksimacija (angl. parabolic approximation) izkaºe za zelo u£inkovito z natan£no-





Nazadnje kon£no obravnavajmo in podrobno analizirajmo metodo, ki sta jo pre-
dlagala Hagan in West v [9, 10]. Zlasti nas bodo zanimale nekatere podrobnosti, ki v
izvirnih delih [9, 10] niso posebej obravnavane. Poleg tega bomo primerjali uporabo
te metode z metodami, ki smo jih opisali, ko smo obravnavali konstrukcijo LIBOR
krivulj.
V poglavju 6.2 smo ºe opisali uporabo interpolacijske metode na hipnih termin-
skih obrestnih merah, ko konstruiramo LIBOR krivulje glede na OIS diskontiranje.
Metoda HW spada med tiste interpolacijske metode, ki jih lahko uporabimo na hipni
terminski obrestni meri f(t). Predpostavimo, da imamo N zaporednih terminskih
obrestnih mer (7.3) za dane £asovne intervale [ti−1, ti], i = 1, . . . , N. Poudarimo,
da se te terminske obrestne mere razlikujejo od trºnih terminskih obrestnih mer
Fα(t;T1, T2). Povezava med trºnimi terminskimi obrestnimi merami in hipno ter-
minsko obrestno mero je dana s (6.27), medtem ko terminske obrestne mere (7.3)
zado²£ajo izrazu (7.7).
Za dane terminske obrestne mere f(ti−1, ti) imamo N pogojev, saj mora hipna
terminska obrestna mera na vseh N intervalih [ti−1, ti] zado²£ati (7.7). Ker zah-
tevamo zveznost f(t) v vsaki notranji to£ki, nam to da dodatnih N − 1 pogojev.
Skupaj imamo tako 2N−1 pogojev. e dodatnih N+1 pogojev dobimo z dolo£itvijo
f(t) v to£kah t0, t1, . . . , tN . To pomeni, da imamo za posamezen zlepek 3N pogojev
in ker imamo N intervalov, potrebujemo 3 koeﬁciente na interval. To nakazuje na
aproksimacijo f(t) s kvadrati£nim zlepkom.
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Vrednost hipne terminske obrestne mere v £asu ti se izra£una kot uteºeno pov-
pre£je vhodnih terminskih obrestnih mer f(ti−1, ti) in f(ti, ti+1), pri £emer robni







f(ti−1, ti), za i = 1, 2, . . . , n− 1,
(7.26)












Za vsak segment zlepka so trije koeﬁcienti zlahka re²ljivi, saj je analiti£na re²itev
dobljena brez re²evanja zapletenih algebrskih ena£b. Metoda je tako kot Hyma-
nova metoda enostavna za uporabo. Da se izognemo morebitnim teºavam oscilira-
nja kvadrati£nega zlepka, uvedemo dodatne pogoje. Zlasti zahtevamo, da je hipna
terminska obrestna mera f(t) povsod pozitivna, £e so vse vhodne obrestne mere
pozitivne, in monotona, kadar so vhodne obrestne mere monotone. To pomeni, da
£e je f(ti−2, ti−1) < f(ti−1, ti) < f(ti, ti+1), potem je f(t) monotono nara²£ajo£a
na [ti−1, ti], £e pa je f(ti−2, ti−1) > f(ti−1, ti) > f(ti, ti+1), potem je f(t) monotono
padajo£a na [ti−1, ti].
Metodo HW lahko uporabimo pri konstrukciji, ki je opisana v poglavju 6.2 in
temelji na ena£bi (6.30). Metoda zahteva, da so obrestne mere podane v vsaki to£ki
ti, vendar v postopku konstrukcije poznamo obrestne mere zgolj do neke to£ke tk,
obrestne mere v £asu tk+1, . . . , tM so neznane. Ker imamo samo en trºni instru-
ment, na podlagi katerega lahko z zankanjem dolo£imo krivuljo med £asoma tk in
tM (tako kot v (6.30)), lahko na vsakem koraku iteracije posodobimo natanko eno
koli£ino. Koli£ina je posodobljena z uporabo ena£be zankanja. V tem primeru je za
posodobitev v postopku iteracije edina primerna koli£ina kon£na terminska obrestna
mera f(tM−1, tM) (oziroma Fα(t;TαM−1, T
α
M) v (6.30)). Postopek zankanja mora biti
tak²en, da iz glavne ena£be posodobimo samo f(tM−1, tM), kar pomeni, da morajo
biti ostale terminske obrestne mere f(tk, tk+1), . . . , f(tM−2, tM−1) znane. Terminske
obrestne mere f(tk, tk+1), . . . , f(tM−2, tM−1) se ne posodabljajo neposredno iz glavne
ena£be zankanja, temve£ z iterativnim postopkom po tem, ko je glavna koli£ina do-
lo£ena, tj. f(tM−1, tM). To pomeni, da bi moralo na²e za£etno izhodi²£e iterativnega
postopka temeljiti na ugibanju vrednosti f(tM−1, tM). Pri tem nastane problem, kajti
£e imamo podane terminske obrestne mere f(t0, t1) . . . , f(tk−1, tk) in f(tM−1, tM), po-
tem iz tega postopka ne moremo dolo£iti f(tk, tk+1), . . . , f(tM−2, tM−1), saj pri tem
postopku predpostavljamo, da za vhodne podatke vzamemo mnoºico zaporednih
terminskih obrestnih mer.
Ko smo namesto terminskih obrestnih mer uporabili ﬁktivne diskontne faktorje
Pα(ti) kot temeljne koli£ine zankanja, zgoraj omenjenega problema nismo imeli.
Razlog je naslednji, ko sta enkrat vrednosti Pα(tk) in Pα(tM) podani, potem lahko
Pα(tk+1), . . . , Pα(tM−1) dolo£imo s preprosto interpolacijo. Koli£ina, katere za£etno
vrednost ºelimo dolo£iti z ugibanjem, ni sama f(tM−1, tM) (£eprav je to koli£ina, ki se
pojavlja v glavni ena£bi), temve£ r(tM), kot je povzeto v algoritmu po ena£bi (6.30).
Sedaj, ko smo z ugibanjem dolo£ili za£etno vrednost r(tM), so obrestne mere v £asu
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t0, . . . , tk in tM poznane. Tako imamo k intervalov ro£nosti α (ro£nost krivulje),
medtem ko je kon£ni interval [tk, tM ] v praksi veliko dalj²i od α (npr. trije meseci
proti petim letom). Sedaj kot vhodno terminsko obrestno mero vzamemo
f (0)(tk, tM) =
r(0)(tM)tM − r(tk)tk
tM − tk . (7.29)
To o£itno ni naravna terminska obrestna mera krivulje, saj ni ro£nosti α. Pravzaprav
je lahko ro£nost ob£utno ve£ja od α, vendar je to obrestna mera, ki izhaja iz dane
krivulje.
Sedaj lahko uporabimo HW postopek za izra£un prvega pribliºka hipne termin-
ske obrestne mere f (0)(t). Pribliºek hipne terminske obrestne mere mora zado²£ati
ena£bi (7.7) za vseh k vhodnih terminskih obrestnih mer ro£nosti α. To pomeni, da
zahtevamo, da so vhodni podatki popolnoma poustvarjeni. Enako zahtevamo tudi
za f (0)(tk, tM), tj.






Prve pribliºke terminskih obrestnih mer f (0)(tk, tk+1), . . . , f (0)(tM−2, tM−1) lahko
sedaj izra£unamo z uporabo f (0)(t) in (7.7). Nato z uporabo (6.27) pretvorimo vse
terminske obrestne mere f(ti, ti+1) v trºne terminske obrestne mere Fα(t;Tαi , T
α
i+1) in
z uporabo glavne ena£be zankanja (6.30) dolo£imo naslednjo aproksimacijo
f (1)(tM−1, tM). Te terminske obrestne mere ne moremo neposredno uporabiti v na-
slednjem koraku iteracije, lahko pa jo uporabimo za izra£un novega pribliºka r(1)(tM)
r(1)(tM)tM = r
(0)(tM−1)tM−1 + (tM − tM−1)f (1)(tM−1, tM). (7.31)
Za naslednji korak iteracije potrebujemo f (1)(tk, tM), kar izra£unamo po spodnji
formuli
f (1)(tk, tM) =
r(1)(tM)tM − r(tk)tk
tM − tk . (7.32)
Prvi korak iteracije je s tem kon£an.
Po popolnoma kon£anem postopku zankanja bomo dobili mnoºico terminskih
obrestnih mer α−ro£nosti Fα(ti, ti+1). Recimo, da bi iz ºe konstruirane krivulje,
ºeleli izra£unati ni£elno obrestno mero v kateri koli to£ki z uporabo HW interpola-
cijske sheme. V skladu z metodo bi uveljavili pogoj (7.7) na hipni terminski obrestni
meri. Vse te obrestne mere so iste ro£nosti, zato lahko po kon£anem postopku, vza-
memo terminske obrestne mere α−ro£nosti za temeljne gradnike interpolacijskega
postopka. Ko smo za£eli s konstrukcijo krivulj po HW metodi, terminske obresnte
mere α−ro£nosti niso bile temeljni gradniki postopka. Kot smo videli zgoraj, smo
zato morali uporabiti izraza (7.29) in (7.32) za postavitev pogojev na hipni ter-
minski obrestni meri. Poleg tega smo z ugibanjem dolo£ili za£etno vrednost r(tM)
namesto, da bi dolo£ili vrednost terminske obrestne mere f(tM−1, tM), kar bi bila
naravna izbira. Pravzaprav ni razloga, da bi terminsko obrestno mero (7.29), ki ni
iste ro£nosti kot krivulja, uporabili za postavljanje pogojev glede hipne terminske
obrestne mere. Ta terminska obrestna mera niti ni uporabljena za nadaljnjo interpo-
lacijo, potem ko je krivulja ºe skonstruirana. To postavlja konceptualna vpra²anja,
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saj smo prisiljeni uporabiti nenaravno terminsko obrestno mero pri osnovni omeji-
tvi interpolanta. Posledi£no postopek interpolacije med procesom konstrukcije ni
popolnoma invarianten.
Na nek na£in bi lahko trdili, da ima postopek, ki je opisan z glavno ena£bo
zankanja (6.25), podobno teºavo, saj so vse obrestne mere med tk in tM dolo£ene
z zankanjem na podlagi dveh obrestnih mer, ki razpenjata ta interval. V tem pri-
meru vse skozi interpoliramo direktno na ni£elnih stopnjah r(t), medtem ko v HW
shemi med konstruiranjem interpoliramo na terminskih obrestnih merah ro£nosti α
in terminski obrestni meri (7.29), ki ni ro£nosti α. Po kon£ani konstrukciji pa in-
terpoliramo le ²e na terminskih obrestnih merah α−ro£nosti. Po na²em mnenju je
postopek, ki se uporablja direktno na ni£elnih stopnjah skupaj s Hymanovim ﬁltrom,
laºji in konceptualno bolj jasen.
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8 Implementacija in komentar rezultatov
V tem razdelku je na konkretnih podatkih evropskega trg predstavljena uporaba
metod, ki smo jih izpeljali v prej²njih poglavjih. S postopkom zankanja bomo kon-
struirali OIS diskontno krivuljo in EONIA krivuljo glede na OIS diskontiranje. Na
podoben na£in lahko implementiramo tudi ostale metode konstrukcij EURIBOR kri-
vulj poljubnih ro£nosti. Metode konstrukcije krivulj donosnosti smo implementirali
v programskem okolju R. Jasno je, da so tukaj prikazane krivulje donosnosti kon£ni
rezultat niza zapletenih odlo£itev, zato so moºne tudi druge re²itve.
8.1 OIS diskontna krivulja
Konstrukcija OIS diskontne krivulje je prvi korak v postopku gradnje ostalih krivulj
donosnosti razli£nih ro£nosti. Pri zankanju OIS diskontne krivulje smo uporabili
OIS trºne instrumente, katerih podatki so navedeni na sliki 5, in OIS formule za
vrednotenje teh instrumentov, ki so bile obravnavane v poglavju 6.1.2. Konvencija
²tetja dnevov za EONIA obrestno mero je [dejansko ²tevilo dni]/360.
Prvi del £asovne strukture je zajet s tremi obrestnimi merami za depozite, da
lahko dana²nji datum (t0 = 11. 12. 2012) izberemo za referen£ni datum krivulje do-
nosnosti. Izbira referen£nega datuma je pomembna, saj bomo to krivuljo v nadalje-
vanju uporabili za diskontiranje. Zlasti prva dva navedena depozita sta nepravilna:
prvi depozit, ozna£en z ON (Over-Night Deposit), se za£ne danes (T0 = t0) in za-
pade jutri (T1 = t0+1 delovni dan); drugi depozit, ozna£en s TN (Tomorrow-Next
Deposit), se za£ne jutri (T0 = t0+1 delovni dan) in zapade en dan zatem (T2 = T0+2
delovna dneva). Naslednji depozit, ozna£en s SN (Spot-Week Deposit), je ºe obi-
£ajen, saj se za£ne na promptni datum, tj. 13. 12. 2012. Opazimo, da ti instrumenti
ne temeljijo na obrestni meri EONIA, kot bi bilo to pravilno, ampak na enodnevni
EURIBOR obrestni meri, kar predstavlja manj²o nekonsistentnost.
Preostali izbrani instrumenti za postopek zankanja so OIS zamenjave z zapa-
dlostmi od 1 tedna do 30 let. Na sliki 5 so navedene kotacije OIS zamenjav z refe-
ren£no obrestno mero EONIA na dan 11. 12. 2012. Poleg OIS zamenjav, ki se za£nejo
na promptni datum smo v konstrukcijo krivulje vklju£ili tudi OIS zamenjave, ki se
ne za£nejo na promptni datum, ampak na takrat znane datume zasedanja Evrop-
ske centralne banke. Te zamenjave smo izbrali, da bi zajeli trºna pri£akovanja o
odlo£itvi ECB o denarni politiki. Opazimo zelo nizke in celo negativne kotacije za
kratkoro£ne OIS zamenjave. Negativne kotacije so v tabeli zapisane z rde£o.
Ker imamo v vhodnih podatkih nekaj negativnih obrestnih mer, ni smiselno zah-
tevati pozitivnih terminskih obrestnih mer. Negativne obrestne mere so nas postavile
pred dodatni izziv, saj za interpolacijo diskontnih faktorjev nismo mogli uporabiti ºe
vgrajene metode, ki zgenerira monoton kubi£ni zlepek z uporabo Hymanovega ﬁltra.
Za potrebe te naloge smo za interpolacijsko metodo izbrali naravni kubi£ni zlepek na
logaritmu diskontnih faktorjev. Izbrana interpolacijska metoda je enostavna ni pa
optimalna, zato za natan£nej²o konstrukcijo krivulj donosnosti priporo£amo katero
izmed ustreznej²ih interpolacijskih metod, ki so predstavljene v poglavju 7. Ome-
nimo ²e, da za te podatke naravni kubi£ni zlepek na ni£elnih stopnjah in monoton
hermitski zlepek po metodi Fritscha in Carlsona vrneta slab²e rezultate.
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Slika 5: Podatki izbranih instrumentov za konstrukcijo krivulje donosnosti EONIA
dne 11. 12. 2012
Vir: [3]
Rezultati implementacije so prikazani z grafoma na naslednji strani. Prvi graf
prikazuje vrednosti OIS diskontnih faktorjev na dan 11. 12. 2012 za zapadlosti do
dveh let, medtem ko drugi graf prikazuje vrednosti OIS diskontnih faktorjev na dan
11. 12. 2012 za zapadlosti do 30 let. Na prvem grafu lahko opazimo, da diskontna
krivulja ni monotono padajo£a, kot je to v obi£ajnih razmerah v gospodarstvu.
Vrednosti diskontnih faktorjev so nara²£ajo£e v obdobju od marca 2013 do marca
2014. Prav zaradi nemonotonih vrednosti diskontnih faktorjev nismo mogli uporabiti
ºe vgrajene Hymanove interpolacijske metode.
Konstruirano OIS diskontno krivuljo bomo v nadaljevanju uporabili pri izpeljavi
OIS terminskih obrestnih FOIS(t;T1, T2).
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Slika 6: OIS diskontna krivulja za evropski trg na dan 11. 12. 2012 za obdobje dveh
let
Slika 7: OIS diskontna krivulja za evropski trg na dan 11. 12. 2012 za obdobje 30
let
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8.2 Krivulja donosnosti EONIA
Z uporabo podatkov 5 lahko konstruiramo tudi EONIA krivuljo donosnosti glede
na OIS diskontiranje. Izra£unali smo vrednosti terminskih obrestnih mer ro£nosti
za £ez no£ FON(t0; t, t+ 1d, act/360) in jih prikazali na spodnjih graﬁh.
Slika 8: Terminska krivulja ro£nosti za £ez no£ na dan 11. 12. 2012 do dveh let
Slika 9: Terminska krivulja ro£nosti za £ez no£ na dan 11. 12. 2012 do 30 let
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Omenimo, da je prvi del krivulje konstruiran iz depozitnih obrestnih mer, zato
krivulja ni popolnoma homogena. Bolj homogeno krivuljo bi lahko dosegli z dru-
ga£no izbiro instrumentov, npr. FRA dogovorov namesto depozitov. A to so zgolj
malenkosti, ki v na²em primeru niso bistvene, zato smo za konstrukcijo krivulje
vseeno uporabili prvotne podatke.
Za konstrukcijo krivulje smo uporabili prvi pristop, ki temelji na ena£bi zan-
kanja (6.25). Za interpolacijo ﬁktivnih diskontnih faktorjev Pα smo izbrali enako
metodo kot zgoraj, tj. naravni kubi£ni zlepek na logaritmu vrednosti Pα. V obdobju
od marca 2013 do marca 2014, ko so vrednosti OIS diskontnih faktorjev nara²£ajo£e,
so vrednosti terminskih obrestnih mer negative.
Na slikah 8 in 9 lahko opazimo, da ima dobljena terminska krivulja prelome. Z
ustreznej²o interpolacijsko metodo v postopku zankanja bi bila krivulja lahko bolj




Pristop ve£ih krivulj, ki se je uveljavil v letih po ﬁnan£ni krizi, temelji na za£etni
konstrukciji OIS diskontne krivulje. Izpeljali smo popolnoma splo²en postopek zan-
kanja za konstrukcijo OIS diskontne krivulje, kjer smo upo²tevali tudi moºnost, da
kon£ni datumi obrestovalnega obdobja in datumi pla£il ne sovpadajo. Ko je dis-
kontna krivulja zgrajena, se lahko lotimo konstrukcije terminske krivulje poljubne
ro£nosti α. Postopek konstrukcije terminske krivulje je odvisen od izbire interpola-
cijske spremenljivke. Za interpolacijsko spremenljivko lahko izberemo bodisi ﬁktivne
diskontne faktorje Pα bodisi ﬁktivne hipne terminske obrestne mere fα. Za konstruk-
cijo zadnjega dela terminske krivulje obi£ajno uporabimo zamenjave obrestnih mer
ustrezne ro£nosti α. Lahko se zgodi, da zamenjave obrestnih mer doti£ne ro£nosti
niso dovolj likvidne, tedaj za konstrukcijo terminskih obrestnih mer glede na OIS
diskontiranje namesto obrestnih zamenjav uporabimo zamenjave osnove. S podob-
nim problemom se lahko sre£amo tudi pri konstrukciji OIS diskontne krivulje, ko
dolgoro£ne OIS zamenjave niso dovolj likvidne. V tem primeru za konstrukcijo OIS
diskontne krivulje uporabimo OIS-LIBOR zamenjave osnove.
Izbira ustrezne interpolacijske metode v postopku zankanja je klju£nega pomena.
Konstruirane terminske krivulje lahko zaradi uporabe neustrezne interpolacijske me-
tode izgledajo precej nerealisti£no. Nastale krivulje imajo lahko skoke, navidezne
to£ke prevojev, ostre prelome, ekstremna izbo£enja in druge nezaºelene lastnosti.
Vseh teh potencialnih problemov ni mogo£e odpraviti, saj z odpravo ene neºelene
lastnosti, pove£amo tveganje za pojav katere izmed preostalih teºav. V praksi se
v obi£ajnih trºnih razmerah za interpolacijo vrednosti diskontnih faktorjev najpo-
gosteje uporablja Hymanov kubi£ni zlepek, ki ohranja monotonost. Obi£ajno so
rezultati najbolj²i, £e zlepek uporabimo na logaritmu diskontnih faktorjev.
V praksi se pri konstrukciji krivulj donosnosti soo£amo z mnogimi majhnimi
podrobnostmi. Kljub temu da nekatere izmed njih v delu niso zajete, le-ta ²e ve-
dno predstavlja dovolj poglobljeno razlago korakov, ki so potrebni za konsistentno
konstrukcijo krivulj. Regularnost izpeljanih metod smo potrdili s konstrukcijo OIS
diskontne krivulje in EONIA terminske krivulje za konkretne podatke evropskega
trga. Konstruirane krivulje izgledajo realisti£no, a pri sami implementaciji interpo-
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